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Summary. We consider the 2D isentropic Euler equations; for rotationnally
invariant data which are a perturbation of size ¢ of a rest state, we establish

the first term asymptotic of the life span T, of the classical solution (lim &2 T, =2).
2

. A . .
Moreover, we give, for < —éz—(A<r*) an estimate of the true solution, by
computing the size of its difference with an approximate solution obtained in
a previous work.

Resumé. Nous considérons le systéme des équations d’Euler isentropiques en
dimension deux; pour des données initiales invariantes par rotation et perturba-
tions de taille ¢ d’'un état de repos, on établit un équivalent du temps de vie
T, de 1a solution classique (lim &? T52= 2).

A o . .
De plus, on donne, pour tg—gz—(A <1,) une estimation de la vraie solution,

en calculant la taille de son écart a une solution approchée construite dans
un précédent travail.

Introduction

1. Dans ce travail, nous considérons le systeme des équations d’Euler compres-
sibles en dimension deux, dans le cas isentropique (avec une loi d’état quel-
conque) et pour des données initiales invariantes par rotation.

De nombreux articles ont été consacrés a ce systéme: on pourra consulter
par exemple Courant-Friedrichs [4], Majda [11] et les références données dans
ces ouvrages.

Nous supposons ici que les données initiales sont des perturbations C®
a supports compacts, de taille ¢, d’un état de repos ou la vitesse v du fluide
est nulle et sa densité p constante.

Comme I'a montré Sidéris [12], les solutions d’un tel systéme ne peuvent
en général demeurer classiques pour tout temps, en contraste avec ce qui se
passe dans le cas d’un fluide incompressible.

Nous donnons dans cet article un équivalent du temps de vie T, de la solution,
ainsi qu’une description approchée de cette solution et une estimation des restes.
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2. La méthode de la preuve est celle développée dans le travail ’Hormander
sur les équations d’ondes non linéaires [ 5, 6]: construction d’une solution appro-
chée en temps grand du probléme, puis estimation des restes a I'aide d’inégalités
d’énergie utilisant les «champs Z» de Klainerman [9].

La construction de la solution approchée, a cause de son caractére technique,
est présentée a part dans [1]; pour lintelligence du texte et la commodité du
lecteur, on a rappelé ici les résultats principaux de cette étude (§1.3). _

Le phénomeéne nouveau apparaissant dans le cas des équations d’Euler est
une rétention de fluide sur le support du tourbillon initial, ce qui se traduit
mathématiquement par la présence d’un terme stationnaire de taille ¢* dans
la formule de la densité.

Ce phénoméne semble exclure la possibilité d’utiliser les «champs Z», et
impose 'obtention d’une solution approchée beaucoup plus précise que celles
qui apparaissent d’ordinaire dans la littérature.

Le travail essentiel consiste ici & contrdler le couplage entre le mode central
(qui gouverne le tourbillon) et les modes extrémes (qui gouvernent la densité
et la divergence).

Ce couplage correspond a certains termes au second membre de I'équation
d’ondes régissant la densité, termes qui sont de moyenne (spatiale) nulle.

Le cceur de I'analyse consiste a noter qu’il existe dans ce cas des estimations
d’énergie bien meilleures que les estimations usuelles, exploitant le caractére
«quasi-stationnaire» du tourbillon (§5).

3. La borne supérieure du temps de vie est obtenue en adaptant la méthode
de John [7, 8], qui repose bien entendu sur le caractére invariant par rotation
des solutions considérées.

4. Le plan de Tarticle est le suivant:

Dans le premier paragraphe, on énonce les théorémes et 'on rappelle les
résultats techniques nécessaires de [1].

La stratégie de la preuve est expliquée au §3 (aprés avoir établi quelques
lemmes techniques au §2), et sa mise en ceuvre commence au §4 par les estima-
tions du tourbillon et de la divergence en fonction de la densité.

Les estimations d’énergie (standard et pour un second membre de moyenne
nulle) font I'objet du §5, tandis que les termes de couplage dont on a parle
plus haut sont analysés au §6.

Les §§7 et 8 présentent les estimations des autres termes d’interaction et
la fin de la preuve de la borne inférieure du temps de vie et des estimations
des restes.

Enfin, la borne supérieure du temps de vie est obtenue au §9, en s’appuyant
sur le comportement en temps grand déja établi.

1 Notations et résultats
1.1 Généralités

(a) Nous considérons, pour (x,t)elR* xR, , le systéme des équations d’Euler
isentropiques

(1.1.1) 8, p+div(pv)=0

Vp  cp)
o+(V)v=—»t=_"Fyp
0+(F) ) p p
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ou v={v,, v,) désigne la vitesse et ou la pression p est supposée étre une fonction

connue p(p) de la densité p, avec cz(p)zg—z>0 (voir [4]). On notera dans la

ite flp)= S P
suite f(p)= 0

On choisit comme données initiales

(1.1.2) p(x,0)=p+¢pl(x), p>0 constante,
v(x, 0)=ev} (),

ou v{ et p§ sont C*, nulles pour |x|= R,, indépendantes de &> 0.

x —X
Enfin, en notant x :( 1), x* :( 2), vy =1, x +vy x*, on supposera:
Xy

X2

(1.1.3) les fonctions p?, v, et v, sont C*
et déependent seulement de r =|x|.
. ' dhed e d x; 0 ,
Dorénavant, ' désignera la derivation T A et 'on notera (par abus)
r ox;

pour toute fonction f

1 fll.= ”f(',t)“Cu(lRZp = ”f('at)“ﬁ's(my

(b) Pour toute fonction g =g(r), nous noterons
1 r
1(g)=— | sg(s)ds.
¥ 0

® Si d=d(r) est C*, nulle pour r=R et de moyenne nulle (i.e. | ddx=0), I(d)

est aussi nulle pour 7> R, et le champ C* v?=1(d) é vérifie

(1.1.4) div'=d, w(@)=rot(v?)=20,vi—0a,vi=0.

e De méme, si w=w(r) est C*, nulle pour r= R et de moyenne nulle, le champ
1

C* W= I(w)xT vérifie

(1.1.5) dive*=0, ow(“)=o.

e Enfin, si v est C*, nul pour r=R, on a nécessairement v=1v"+ v, pour

d=divv, o =rot .

1.2 Estimations du temps de vie de la solution

Le premier résultat donne une valeur approchée du temps de vie T, de la solution
réguliére de (1.1.1), (1.1.2).
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Théoréme 1.2 Soit

R(o)=

l/— l/ST[pI?(s, div o9 )+c(p) R(s,pl)]ds,

ou R(s, f)= j f(x) dx est la transformée de Radon d’'une fonction f (invariante
xXw=s
par rotation).
Supposons p% et d9 =div v$ non toutes deux identiquement nulles, et soit 6, < R0
1

un pomt ou R'(gq) est minimum: on a R'(0y)<0; posons t,= “Riog y’
- 0

u= (pc'(p)+c(p)>0. Alors lim &*T,=13.
p‘/- e 0
Remarquons que la quantité g qui intervient dans le théoréme est toujours
positive, ce qui équivaut a dire que les valeurs propres extrémes de (1.1.1) sont
vraiment non linéaires au sens de Lax [10] (voir par exemple [4, 11])
Si p9=0, d9=0, la preuve du théoréme 1.2 implique lim &2 T,= + co; il
serait intéressant d’étudier ce cas plus avant. £20

1.3 Solution approchée et estimations des restes

11 est possible d’affiner le résultat du théoréme 1.2 en donnant une solution
2

approchée de (1.1.1), (1.1.2) définie pour t< * et qui, pour A <1, indique Iallure
2
de la vraie solution pour 0< t§1:— et0<e=<e,.

Cette solution approchée (p,,,, Vspp), ainsi que les restes p—p,,., v ~ Vapp>
seront décrits en termes de d,,,=div v,,,, ®,,,=T10t U,,,, conformément aux gén-
éralités de 1.1(b).

Remarquons qu’en introduisant les inconnues d =div v et w =rot v, le systéme
(1.1.1), (1.1.2) devient

(1.3.1) 6, p+1(d)p +pd=0
dd+ 1@ +(10 ‘d)) ra@r-2" 2T ) ap1 o)1 =0

Go+Ido+dw=0,
avec les conditions initiales

app app> ““app app>

(13.2) p(x,0)=p+¢e p}(x),
d(x,0)=ed?(x), w(x,0)=cw?(x).

(a) Description de la solution approchée (p,pp, upps ©app)

L’article [1] est consacré & la construction de fonctions (p,, d,, w,) pour lesquelles
les premiers membres des égs. (1.3.1), notés respectivement R,, D,, 2,, sont suff-
isamment petits; ces fonctions satisfont en outre aux conditions initiales

(1.3.3) Pa(x,0)=p(x,0), 0, p.(x,00=0,p(x,0),
da (x9 O) = d(x’ 0)’ a)a (x5 0) =w (x, 0),
R,(x,0)=0.
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Pour la commodité du lecteur et la complétude de la présente preuve, il est
nécessaire de rappeler briévement les résultats de [1], auquels on renvoie le
lecteur pour tout détail.

On distingue d’emblée deux zones I et II, définies par t<2e" %% et t2¢”
le raccord entre des fonctions définies en zones I et II se faisant a I'aide d’une
troncature 8 =0(te*°)(0e C*(R), 8(s)=1 pour s< 1, 6(s)=0 pour s=2).

Par ailleurs, I’absence de lacune en dimension deux pour I’équation des ondes

)(xeC“’(lR) 1(5)=0

6/5
’

conduit a introduire une troncature «conique» y = X(

pours s<4, x(s)=1 pour s=%). c(1+9)

(i) En zone I, les fonctions p,= p! et d,=d! sont de la forme
pr=p+epi+etpi+eipl,  di=edi+e?di+e3d]
avec (en omettant les «I» pour alléger)

1 1 /
d1="561p1: d2=—3[6!p2+p1d1+1(d1)01],
-1
d3:7[6:l’3 +p1dy+1(d3) p1+p2dy +1(dy) p2].

Les composantes p; sont définies comme suit:

® 0O p=0, P1|t=o=P(1), atp1|t=0=_ﬁd(1”
ot (par abus) [1=0?—c*4
® Pz(xﬂ)=¢(x)+ﬁ2(x,t),
ou
5 Ro ds
(1.3.4) vw= b T UEIP
et

. ﬁz=ﬁ[< ‘)) (', »] (F@)+51 @) o1 4p,

+pS (P p1l* =6, 1(dy) pi —21(dy) 0, py — (0: p1) d1,
avec :
P2li=0=—V, O P2li=o=—pld} -0V pl.
t
° pa(x,)=[1-06(t)] ﬂz55r(xr"2(R2R’)(r-5t)),
ol u et R sont définis au théoréme 1.2.
Pour t grand, sur le support de x, on peut montrer que

R(r—ct)

(1.3.5) i~
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et

(1.3.6) !/,.q.ﬂlla (Y2 R2(r— &)~ L(r )’

pour une certaine fonction L de classe C” (supportee pour o <R,), vérifiant
IL(e)| = C(1+|a)'?, Le *(R).

(ii) En zone II, on introduit la variable de temps lent t=¢)/t, et on module
les profils R et L qui apparaissent en (1.3.5), (1.3.6) selon les équations

OR OR

(1.3.7) TR =0
R(s,0)=R(0)
oL @
(1.3.8) S Hnz(RL)=0

L(e,0)=L(0).

Seule (1.3.7) est non linéaire, et 7, < + o est le temps de vie de sa solution
classique.
Posons alors

2

(1.3.9) S(o,1)=—urt flRT(a,sr)ds

(1.3.10) K(o,1)=—puz jl(RL)(a,sr)ds.
0

Les fonctions p,=pl et d,=d!! sont de la forme pl'=p+epl +e2pY,

Al =ed{’ 4+ 2 dif avec (en omettant les «JI» pour alléger)

1 1 /
d1=—58t1)1, d2=—5[8tp2+p1d1+1(d1)/)1]

(comme en zone I).
Les composantes pi’ sont définies comme suit:

. P =ph 4 0.7 ¢ — 2t 7)
° P§I=P£+Hg 5r(xr”2R2(r—5t))+%0r(xr”2K(r—Et, 7).

(iif) Au total, on définit

—0pl+(1—0)pl, d,=0d+(1—0)d" et
w,=¢ew? partout.
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Dans le présent travail, pour des raisons qui seront expliquées plus tard,
nous choisissons

(1.3.11) Papp=Pas  dopp=d,,

Oapp=w,— & § (0] d} + (d}) wi 1 ds.
0

(b) Rappel de quelques propriétés de (p,, d,, w,)
Il est utile de souligner ici quelques propriétés de (p,, d,, »,) qui seront d’un
usage constant dans la suite (voir [1]):
® Les fonctions (p,, d,, ®,) respectent les lois de conservations de (1.1.1), c’est-a-
dire
(13.12) [(pa—P)(x, 0 dx=e[p}(x) dx,

Jd(x,0)dx=0, [w,(x,t)dx=0.

2
@ Les fonctions (p,, d,) satisfont, pour tout « et tgzz— aux majorations

. B €
(1.3.13) 19%.Pa=PNo = Coa 7 pyr7a
. e
(1.3.14) 10%,:d.16=Cy, (1+t)”i’
. £
(1.3.15) (0%, 1@ o= Caq A+

(c) Rappel du théoréme principal de [1]

Dans Particle [1], on définit, outre R,, D,, Q,, la quantité
(1316) JazpaDa_(at+I(da) ar)Rm

et on pose

(13.17) 6= G 1D P AU+ BT DI

2L 16 19|+ L=t + 1

Le théoréme 1.3 de [1] indique la précision de la solution (p,, d,, w,):



634 S. Alinhac

Theoréme. Il existe v>0 et, pour tout A<y, il existe ¢,>0 et des constantes

C 4, telles que, si0O<e=Ze et t< , on a pour tout o les estimations:
(a)
84
(1.3.18) 1% Ra(Dll0 S Caa fgrss
. e*(1 412

|ax,tRa("t)|0§CA,a_1+86—/5t

(b)
. . 1 €

(1319) ”ax,tQa(',t)“0+lax,tga("t)loécA,ag (1+t2+1+t)

(c) En zone I:

. g3
[0%,e Ja(*s D)0 =Clypa [W+84(1 + t)l/z],

en zone de transition:

(1:3.20) 12,0 T.(, Dl S C e prllog ',

en zone I1:

L e(log 1)1/? g3
LIS Co| B ],

T 2
Notons en particulier que | |J,(*,t)lo ds<C4&** pour un v'>0, tg?.
0

(d) Estimations des restes

Le deuxiéme résultat de ce travail donne une estimation des restes p—p,,,,
d—dypp, O—Wgpp.

Théoréme 1.3 Il existe v>0 et, pour tout A<t,, il existe des nombres ¢,>0,
C,20, R,=0 tels que la solution (p,v) de (1.1.1), (1.1.2) est classique pour
2

A*
t§—8—2— si0<eseyet

(1.321) 10—=Pappllo=&> ™, Vet(p—papplla <827
(1.3.22) |[d—d,ppla SE*YY,  |0—w,p,l, SC 83t
(1.3.23) (w—wup)x,1)=0 pour [x|ZR,.

Dans les paragraphes qui suivent, nous prouvons le théoréme 1.3: la méthode
de la preuve sera expliquée au §3 et mise en ceuvre aux §§4-8.
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L’estimation supplémentaire lim ¢? T,<t2 du théoréme 1.2 est obtenue au
§9. e204

Nous avons rassemblé au §2 quelques lemmes techniques simples, et utiles
par la suite.

2 Moyennes et supports: quelques lemmes utiles
2.1 Propriétés de l'intégrale 1(f)
On a défini en 1.1(b) lintégrale I(f)(r)=— | sf(s)ds, pour une fonction

feC*(IR?) invariante par rotation. 0
Le lemme suivant en précise quelques propriétés.

~ | =

Lemme 2.1 Lopérateur I posséde les propriétés suivantes:

@0 ([ NP PSS | 1P

Ix[=C IxtscC

1(f)
*-r“‘oélﬂo

ay

(S1le}

(i) sup [I(f)(x)=

Ix|=C

e _2|Ifllo

(1ii) III(f)Iloézl/Iro.

sup | f(x)|
IxtzcC

@iy ‘

(b) Pour tout keN, ok —>—= I(f) s IH I(r*okf), et
1
r"“ 1(r ok f) <C|6"f|0, P 1o 1) ! ZCloxflo-

(c) Pour tout j,on a

0 D <cip, |22 <,
p3zi—=2 JI(f) <Cl|72f]0.
G [r= D scir, |22 scivsi,
222 <civesis.
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Preuve. (a) Par Cauchy-Schwarz, on trouve

U0V =z (J siroras)( I sds)s T sifeids,
0 Q

0

N —

d’ou {a. 1, 1ii). Pour (i)Y on écrit

~ | -

IOt [ 1161 ds,

d’ou

0P S sfsiroras [ 9 =fsip@rds

Enfin, (i1) et (i)’ sont évidents.
Plus généralement,

2k—1
1< IS |/ (s)1>ds
Qk+1)

0

et
e 10|, =2 apes O P rdrSCL 7 § 217 9P
=Cs|f (9)2ds;
d’ou
w10 <Clflas et | 16| sCise
(b) Comme &,I(g)=g— I(g), gt L) _ = R+2) sy 1

¥ rk+2

I gy=r*"1g(r)—(k+2) I(r g), d’ou b. par récurrence sur k.

(c) Posons aj=?l(f)(r). On a

I
5iaj=5ij;+x’

% (1Y
r \r)’
d’ou les formules pour Va; d’aprés a (i) et (ii).

I ! x. ’ x. I "
Ensuite 67, a;=4;; fri (7) + 0, (X‘rx’) (é) 2 xé Tk (—) : comme

r r

(= Fren () =-Zer+ 5(r-12)

S. Alinhac

76’,‘}‘; or
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ona
1(rf) X X; X; X X x| xixixe L,
@fka—‘r—r ;s +ak ——1;‘—-]-)._3._1.l_i]+ ' ; kf,

I Yo r? r

et les formules pour V24, résultent de a. Enfin

r

1 WX
aisklaj:[ ];31(’”2]”)7"“'6![ :" 3

X; X; X f/ X; X; X X

J 7k PNV e M

+r51 3 —+ 3 f’ —,
r ¥ r r

(L)

d’ou

)

!V3aj|o§6(|f"|o+‘fri]0) et 7 §c(nf"no+

Les formules résultent alors du lemme suivant.

(d) Lemme. Si fe C*(IR?) est invariante par rotation,

1 f i
- " J < 2 < " A
e(iro+ 5] )awnusc i+ £ )
En effet,
2, XiXe o .éi"_ o Xi Xy g
Ouf= 2 ;' ; f 3 I

d’ou I'inégalité de droite; par ailleurs,

% X X ’"” '
f=S R e ap=rra L
d’ou l'inégalité de gauche.

Remarquons en outre que si [f(x) dx=0 et f(x)=0 pour |x|=R, I(f)(x)=0
pour |x|{=R.

2.2 Un lemme de localisation

Nous aurons besoin de la variante suivante du lemme de Poincaré.
Lemme 2.2 Soit u(x)=u{r) une fonction de classe C' nulle pour |x|=R, et S{0)

1
une fonction vérifiant |S(a)! §W pour 6 20 (meR).

(
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Posons v(r)=u(r) S(R—r). Alors |v|o < C,, R} "™+ |V ul|, (cte(log RY?|V u|, si
m=1).

Preuve. On a

rdrlog5
lu(i? rdr X R )
|v|0_cte§ 01R- )2m=ctej T+ R=rp" | [lu'(s)>sds
R rdr R
ZctelVulg | ——5——3 log—,
Og (1+R—r)? r
R
car u(r)=— | w'(s)ds et donc
2 ds
lu(r)? < jtu ()*sds)| f —
Coupons l'intégrale en deux:
R/2 cte R/2
[ R { rlog—dr<cte R*' ™™,
0 0 r
et
R
R R/z(R—S)IOER_SdS R2 g
=1 —@ = wo

R/2 0

d’ou le lemme. []

2.3 Lemme de la divergence

Avec les notations de 1.1.b., remarquons que div(pv?)=pd+v*Vp=pd+1(d) o'
Cette expression joue un rdle particulier dans la suite, qui justific le lemme
suivant.

Lemme 2.3 (i) Si R et p sont des fonctions C*® invariantes par rotation, p 0,
I'équation pd+ I(d) p' =R posséde pour unique solution

a=R
p

_;’)’; I(R), avec I(d)=% I(R).

Si de plus R(r)=0 pour r2C et [R(x)dx=0, alors d(r)=0 pour r=C et [d(x)
dx=0.
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(1)) Sous les hypothéses de (i), I'équation pd— I{d)p’ = R posséde pour unique solu-
tion

R R R
d=—+p'I{—), avec I(d)=pl{—]).
p P (pz) @=r (pz)

3 Solution approchée et solution exacte

Dans toute la suite (sauf au §9), nous utilisons la forme (1.3.1), (1.3.2) du systéme.

3.1 Perturbation d’une solution approchée

Supposons construites des fonctions (p,, d,, w,) (C* et invariantes par rotation),
supportées dans r<ct+R, vérifiant (1.3.3) et (1.3.12), et posons p=p,+p,
d=d,+d, o=w,+a.

Lemme 3.1 Les fonctions (p, d, @) vérifient le systéme

(3.1.1) D p+pd=—R,—d, p—1(d)p,
(3.12) D,d+f(p)4p=—-D,—Id)d,
—[%I)(I d)+21 (d,,))+1’(3)(1’(3)+21’(d,.))]

+%[1(w) I' @)+ (@) I'(wa) 1~ [f (pa+ £)— S (pa)] 4 pa

—Lf"(pa+D)— 1" (p)IV pat+V pI?
—f' )V 12 +2Vp, V p].
(3.1.3) D, &+wd=—-Q,—d,d—1(d) v,

o D,f=(0,4vV) f=0, f+v'Vf=0, f+1(d) f' pour une fonction f=f(r,t).

3.2 Les ajustements d,, &,

(a) Dans Iéq. (3.1.1), si j=0, on trouve p.d+1(d) p,= —R,. Notons que
R,dx=0 a cause de (1.3.12), et définissons, grice au lemme 2.3, la fonction
« Dar

R -1

(3.2.1) a=———“+§§I(R,,), avec I(d)=——I(R,).
La fonction d, vérifie
(3.2.2) [d(x,0)dx=0, d,(x,8)=0

pour r=ét+ Ry, d,(x,0)=0.
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Posons d=d,+d: I'éq. (3.1.1) s’écrit maintenant
(3.2.3) pd+Id)p'=R, oun —R=0,p+pd,+d)+I1d,+d)p
La fonction d vérifie
(322) fd(x,0dx=0, d(x,)=0 pour r=ét+R,, d(x,0)=0.
(b) L’¢q. (3.1.3) devient

D, &+ 1{d) w,+®(d,+d) +wd=—Q,—(w, d,+1(d,) v,
soit, sid =0,

D &+ (d,+d,)= —Q,— (0, d,+1(d;) ),

ou D!=0d,+1(d,+d,)0,.
Définissons donc la fonction @&, par

(3.2.4) D! &, + 0, (d,+d)=—Q,—(w,d,+(d,) v
@,(x,0)=0.

La fonction @, vérifie
(3.2.9) [@,(x,)dx=0, @,(x,t)=0 pour rzcr+R,,

car [Q,dx=0 4 cause de (1.3.12), et une expression de la forme fg+1(g)/’
est toujours de moyenne nulle si f ou I(g) sont a supports compacts.
Posons & =d,+ o: ’eq. (3.1.3) s’ecrit maintenant

(3.2.6) D, o+do= —(d(w, +@,)+ 1 (d)(w, + @,))
o(x, 0)=0,

et la fonction ¢ vérifie

(3.2.5) fo(x,)dx=0, o(x,t)=0 pour r=ét+R,.

Dans toute la suite, on notera p=p, et on considérera les égs. (3.2.3) et (3.2.6)
comme déterminant d et & en fonction de p.
I1 reste a établir ’équation sur p.

3.3 Léquation de base sur p

Cette équation est donnée par le lemme suivant.

Lemme 3.3 Posons L=02+21°V8,— Zy” 9%, avec ;;=c*(p) & 2xj(I(d))2.

Alors la fonction p vérifie

(33.1) Lp=F+p'1(§), H(x,0)=0,  3,p(x,0)=0,
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6
on F=F,+ Y F est définie comme suit:
i=1

@  FE=p, Ga—zﬁHﬂ+1a+Jn,auec

2

G,,=r—212(21,,)+ I(d) ]I (a)+£z’3+2(a d

a

1d)
7)
24, +2) 1),

Hy= (0, +0) 16+ B, 1)+ 1) 1)~ 12(3,),

- —Ja D? pa_D?(I(an) p;)+pa I(Ja) d;‘I(aa) Ra
Jo=paDa—(0,+1(d,) 0 R, (définien(13.16)).

(b) F1=—2—f-a,k, ot k=1(@) I, +d,) + 3 (@)
E=-20,lpkr k)], ot k,=1(@)1()+}I(@,)"

p .
© ——2" 1<d)a,p+2p I(da,p)+ 157,03 0) -2 10, )

+f’p~1<da+aa) 6 p— 1) I'(d)p'— 1(0,(d, +2)
@+ 3)D, o p S PV 542V ) Vot 2kt k) .

d)  Fo=—0,p)I(d—~Id)Id)p,— (D, p)d—d,1(d)p,—I(d)R,
—1(d) I1(d) p; + p, 1(d) d;+ p[d],

ou
. . 4
4] =5 U@+ 1+ 2) 1)
+d2+2<da+za~—(@'j—g’fﬁ)d—fd1(d).
© F5=—”'j;”I(da+da)p+%1(a,(d.,+da»p+p'(Da+Ga—Dfd,,)

+ 1) pu p+pLf (Patp)—f(p)] 4P,
+oLf (patp)—f (p)IIV pI*.

) F6=—2p“—r—'—0~6,k.
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Preuve. (a) En appliquant 'opérateur D, a (3.1.1) et en utilisant (3.1.2) on trouve

D} p—c(p) Ap=—D{(I(d) p.)+ 1,
ou

fi=F=22 0 k=220 k0, 0)d~d,+ ) D,
_ 4, 1(d) p,—1(d) R~ (D, dy) p— (I (@) )
+H(D,+ G+ pl(d) dy+pI(d,) pi+pld]

+0LS (0ut D)= (0] ApatPLL (ut ) =1 (1Y pI?
+ oS (PIV P> +2V p 7 ).

(b) Or D? p—c*(p) 4p=Lp+D,(I(d)) p', donc

Lp=f,—1(0,d) p'~ (@) I'(d) f' —1(0(da+do)) §' — 1(A)(D; pl)
—1(d+d,) I'(d) po=~1(2,d) p'+ 5.

Le probléme est que 8,d fait intervenir 82 p, lui-méme contrdlé par Lp. On
écrit donc, grace a (3.2. 3)

1(d)=%1(R>=—‘p—1(1(a,p)+1(da+z,,)m ot

. 1 1
Howd)=— ST = Lo+ LA+ ap’f 140,10, (1 +T) )

Il vient finalement

L/)——I(Lp) £, P (I(atp)+1(da+3.,)ﬂ)+ﬂ’at(1(d,,+fla)p'>

zp I(d)a,p+2p 1dé, )+ 135,04 p)=F.

. F , "
(c) Grace au lemme 2.3, on obtient Lp=F +p' 1 (;), et la répartition des termes

de F comme l'indique le lemme se vérifie sans peine. [

La stratégie de la preuve est maintenant la suivante: les termes Fj, ..., Fy
de F (au second membre de (3.3.1)) seront évalués en fonction de g, tandis
que F, ne dépend que de (p,, d,, ®,). Une méthode d’inégalités d’énergie appli-
quée a Popérateur L permettra alors d’estimer p. ]

Nous allons préciser au §4 les estimations de d,, d, @,, @ déduites des égs.
(3.2.1), (3.2.3), (3.2.4) et (3.2.6).

4 Estimations de d,, d, &, et &

Dans toute la suite, nous fixerons A <1, et supposerons que la solution de
2

A
(1.1.1), (1.1.2) est de classe C* pour 0t < Tg—gz—.
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En utilisant la stratégie développée au §3 avec pour fonctions de départ
(Par, ds> ©,) celles qui ont €te décrites en 1.3, on obtiendra des estimations de
b, d et @ pour te[0, T] ou interviennent des constantes dépendant de 4 mais
pas de T (on omettra d’écrire explicitement cette dépendance pour ne pas alour-
dir).

Nous pouvons supposer de plus, pour t€[0, T] et £>0 assez petit, les inéga-
lités

, . &
(4.1) |>PH0+|K.:P[2<COW
j & . B
ldl2<Co 1+nt= ‘Utdlo<C0(TI;F7§’
ldlg<Cye,

ou C, est une constante qui ne dépend que du systéme (1.1.1) et de g, p9 et
0
Y.

4.1 Estimations de d,, d

Lemme 4.1 Les fonctions d, et d définies par (3.2.1) et (3.2.3) vérifient :

(1) Pour tout a,
et &
Ha a HO_C“ 1+ 6/5 > |a§,raa|oécz T 65,

(it} Pour k=0, 1, 2, ‘
ldli = ClVei Plx-

Preuve. (i) Les estimations de d, sont les mémes que celles de R, rappelées
en {1.3.18), a cause de (1.3.13) et des propriétés de I établies au lemme 2.1.
Par exemple, R, est de moyenne nulle et supportée pour r=¢ct+R,, donc
IR < Ct|R,lo, et |dloSCIR o+ Clltp,llo|Ralo=<C|R,o.- On raisonne de
(R )

a;p

méme pour les dérivées, en écrivant I(R,) p, =)~ ik i Pa

. R L . . .
(ii) Comme d=;—pi I(R), |d], S C|Rlo+ Ct|VplolR|, car R est de moyenne

nulle et supportée pour r<Ct+Ro. Or 1|V p,llo=C,par(1.3.13) et 1|Vl o=
par (4.1); de plus IR|0<C|V . Plo par (1.3.14) et (1.3.15), d’ou |d|OSCA| tp|0
On écrit ensuite

. O.R dp
Opd= ——5
T p? .
—Z[a’if S IR) ) 30000 X, 1R) m_gakﬁ_li&]’
P r p r p r

puis 0% p=0% p,+ 0, p; grate a (4.1), on obtient
18 dloSC(Rlo+IVRIo+72plo), car [I(R)o=Ct||R[,<C
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Comme

—VR=V,p+(d,+d) Vp+pV(da+Ja)+ZVM6jﬁ

x;1 d,,+a"Z .
+Zf_(r—) Vajp’

il vient |[PRlo< C|¥,, fl1, ce qui prouve |d|, C|¥,., 4l .

Enfin,
02 d_aiZkR___(aip) H%R+@p)0; R (05p) R 2(ai p)(@p) R
ik 2 - z + 3
p P p p
3. I(R 2 . I(R 2 I(R
_Zl:alﬂ;p ij(R)__Z (6}k p)s(al p) Xj I(R)+ a]kzp ai ij(R)
0 r ) r p r
(0,,p)0kp+6 p O pxI(R) ¢ 0P 0P p x;1(R)
o’ r p* r

25”;;%/7 &(x I(R)) l,pak(x,-l(li))

r r

6 paJp6 X; I(R) d; paz X; I(R)
p* r r

On montre comme précédemment que

|R.|2§C“7x,tp.|25 et |V2d|o§cl‘7x,t/5|2- O

4.2 Estimations de ®,, &

Lemme 4.2 Les fonctions @, et o définies par (3.2.4) et (3.2.6) vérifient :
(1) Ilexiste R, tel que @,(x, t)=0 et w(x, t)=0 pour |x|>RA

(i) Pour tout a, || 0%, &,llo < C, &% De plus, ||, @, ||1_Cm

(iii) Pour k=0,1,2, |0|,£Cs §|d|k ds. En particulier, | @] o= Ce.

Preuve. (1) Le second membre de (3.2.4) est nul pour le;RO; comme D? =9,

+1(d,+d,)d,, le point (i) pour @&, résulte du fait que f [ I(d,+d)lo dsECy,
en prenant R = R0+ C,.
Pour ¢, on raisonne de méme & partir de (3.2.6), grice a Pinégalité [ 1(d)],

g C Idlo é CCO W (lemme 2.1 et (4.1)).
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il

(ii) Comme le multiplicateur e,

o™ est borné par Cy, 1@, lo=C [ {]llo
0
+elld,llo} ds<Ce? d’aprés le lemme 4.1 et (1.3.19). Pour ¥ @, on écrit
. 5 x; [d+d )N o .
(D +(d,+d,) 0, B+ Y. 0, B K
= (ba ak(da +ga) - ak Qa - ak (wa an—}' I(aa) (D;),

et comme Vic—"l(dr"—_}'a")

T
SCld,+d,llo, et fldy+d.],£Cy, on obtient
0 0

|V @,llo <Ce?; on procéde de méme pour les autres dérivées.
Enfin, en tirant , @, de (3.2.4), on trouve

2

3
0, @ C
16, Pull0=1Qulo + Celldlo+ € 5 <€ g

et de méme pour les dérivées.
(iii) L’inégalité d’énergie standard (cf. par exemple [6]) appliquée a (3.2.6) donne

T t
i< Ced 1% [ {|d(wq+@o)lo + 1 (d)(wa+ @Y o} ds
0

Or |d(w,+d)o<Celd|y, I d)(w,+@,)o<Celd|, a cause du lemme 2.1, a.i)
et du fait que w,+@, est nulle hors d’'une boule fixe en x; d’autre part
T
{lldllods<C 4 par (4.1), d’ot I'inégalité pour k=0.
0

Pour le gradient, on écrit

D, akd)+d0kd)+26k(le(d)> 8,0

r

= —(0, d) ) — (0, d) (W, + B) —d O (W, + @)

_Zak(xld)>a( o)y 8@ JI(d)

ak j (wa + d)a)s
et I'inégalité d’énergie donne comme précédemment

ValoSC [ {1V d,+dloldlo+ I 101V dlo+ |0, +d4ll017 dlo
0

+ 1V (@a+ @) loldlo + 1172 (@, + @) lo1dlo} ds.
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Comme || &lo = Ce par le méme argument qu’en (ii) (ou ’hypothése d’induction),
on trouve finalement

[Valo<Ce [|d] ds—}—Ce(j 1d|ods)(j |1l7(da+3a)nods)
] 0 Q
<Ce [|dl, ds
0

grice aux propriétés de d, + d,.
Enfin,

D, 0% & +do?, w+za( (d))a

+y0, (x I(d) O+ 2 (x I(d)) 8,6

=—0,d0, d—03,dd, »— 0% dd>— (0%, d)(w, + &)
—(0, d) 8w, + @)~ (0, d)ak(w +@,)—do%(w,+d,)

_ya (x I(d))a (0, +,)— Zak(x I(d)) (4 03,)

-y4, (x I(d)>6k X; I(d

Seuls les termes 0% (x i1@) ) d;d et 8;dd, & posent un probléme nouveau:

lkj( a+w)

|0:f Oy gIOSCIfIZ lgllo+Cl fllolglz, donc les normes I[? de ces termes sont
majorées par ||| d|,+ | d| o |®],. On obtient par l’megahte d’énergie, le lemme
2.1, le lemme 4.1 et les estimations de ||, prouvées ci-dessus,

t t
o], <Cé [|d],ds+C [ |ldllolodl, ds,
0 0

d’ou, par le lemme de Gronwall, I'estimation du lemme. []

5 Estimations d’eénergie

Ce paragraphe contient les inégalités nécessaires aux estimations de p a laide
de (3.3.1).
Ces inégalités sont de deux sortes:

1. Il faut vérifier que les inégalités d’énergie standard pour L (dont les coefficients
dépendent de p et d) sont valables avec des constantes fixes.

2. Il faut établir des inégalités d’énergic meilleures dans le cas ot le second
membre de P'équation est de moyenne (spatiale) nulle, comme c’est le cas par
exemple pour les termes F,, F, (voir lemme 3.3).
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5.1 Inégalités d’énergie pour l'opérateur L

Lemme 5.1 Soit L=07+2v'Vo,—Y.5,;0%,7:;,;=c*(p) 5,,— Xi ’(1(d))2 l'opéra-
teur défini au lemme 3.3.
(i) Sous les hypothéses (4.1), l'opérateur L vérifie

.11 R u(, t)loéc{!Vu('»O)loH@r u(*, 0)lo+ flLu('.S)lo d5}~
0]

(i1) Si ue C* ([0, T] x R2) vérifie Lu= f, u(x, 0)=28, u(x, 0)=0, alors

(5.1.2) [Veau(s, 0 £C sup {|V ulo+ X1V Vilo+ 21V Viklo}s

0ss=<t

ou les fonctions V; et V;, sont définies par

LV,=4d,f, Vi(x,00=0, V;(x,0)=0

LI/}k=ajgk s Vidx,00=0, Vj(x,0)=0.
Preuve. (i) Dans I'inégalité (5.1.1), la constante C vaut en général cte e““’! ke §
ou

x; I(d)

KZZ{Hai?ijO'f'HVai”o‘f‘HazaiHo}, avec a;= p

(cf. par exemple Hormander [5]). Ici, llalloZ[1(d, +d) o+ Cldlo, 1V all,
=Cldlo, 16, aillo=110: 1(da)llo + 110, f(aa)“o“l'cia dlo. Comme [|p—pllo et | a;llo
sont aussi petits que 'on veut, on a

Ve t/}kHOSC;“ xtp”0+ZH a”o}
t
D’aprés (4.1) et les propriétés de d, +d,, | K(syds<C,, d’ou le point (i).
0

(ii) On note a,= A, + A;, Ai=%1(da+da), A,:% 1(d), et de méme

Ly Te=c2(p)) Sp— 2t (1(d,+ )

‘<31

[i=((0) = (p) i~ kl( )I(d)+21(d, +d)).

(a) On a
8;Lu=0,f=Loju—F, 0% Lu=0}f=Loj u—F,,
ou
F=Y 0,5+ ) 02 u—2Y.0,(A,+ A) 02 u
»=—2Z(6ka,)06 u—23(0;a) 0,05 u— 22(6,ka,)6?,u
+Z(ak%z zl;“‘*’Z(a Fu) O3 k“'*’Z(a Fu) OF u.
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De plus
|Fj|o§CZ IV a;lolV o, “io"‘cz 1V Fiellol V2 ulos
et
IFilo SCY ANV aillol P20, ulo+ 1172 A;llo1V 0, ulo
+(V Ail2 110, ullo + 1V Aill010, ul2) + C IV Firllo |V ulo
HIV2 Gl 2 ulo + (V2 1V ullo + 1V Ellol 7 ul2)}.

(b) Les estimations nécessaires sur les A4;; et A;; découlent du lemme 2.1.
Pour évaluer |VI;|,, on écrit

c?(p)—c(p)=2p [ (cc)pa+sp)ds=2pI,
0

et on sépare p, et p pour les majorations de V21, v31. On trouve sans difficulté
|VIl, < C(ld|+|V pl,) compte tenu de (4.1) et des propriétés de d,+d, et p,.

(c) Comme

t
IV, (8;u—V)loSC [|Fjlods,
0
t
|Vx,t(5,?kU—ij)|o§C“ij|o ds, par(i),
0

on trouve, en utilisant (a) et (b) et le lemme 4.1,
Ve ul2a S [V ttlo+ 31Vt Vilo+ 21V Vilo
#C 17 ulolF, pldsC {18, s 09 s
oul'on a noté

(P(S)=Z(“ Vallo+ 1V Fullo+ 1V Ao+ IV Aillo+ 1V Lo+ | VI o)

t
Les propriétés de p, et d,+d, et (4.1) montrent que | 9(s)ds<C,, d’ol Vestima-

. 0
tion

t
Ve, ul, SCSO+C [ |V, ullo| Vs, £l2ds,
0

ol
S(t)= sup {IVx,zu'O"{'Z'Vx,t Vj'0+Z|Vx,t ij!o}-

0ssst
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En particulier,
t
Ve ullo SCS+C § 1V, ullol, ply ds,
o]
d’ou |V, ,ull, < CS(t), et finalement

Ve ul SCS@O)+CS(0) [ |V, pl, ds S CSQ).
0

5.2 Inégalités d’énergie pour des seconds membres de moyenne nulle

Ces inégalités font 'objet du lemme suivant.

Lemme 52 Soit L=0}+2v'Vd,~% 5,0} comme au lemme 5.1, et u,
g:€C®([0, T] x R2) relles que Lu=Y 0, g;, u(x,0)=0, u(x, 0)=0. Alors

t
v, ulogcz(lg.-(x, Olo+ {13, 2:(% 5o ds)‘
0

Preuve. Définissons v; par Lv;=g;, v;(x,0)=0, v;(x,0)=0. On a
Lu _zai ;)= ZZ(ai aj) a}z 7 Z(ai )7}&) afk U;.
Drautre part

Lo, v;=0,8,—2Y (0,a) 0} Ui+22(51 Tix) 0% Vi

et
0, v;(x,0)=0, 0,(0, v))(x, 0)=g,(x, 0).

L’inégalité du lemme 5.1 donne alors

102 1o+ 17 3, tlo < c(ig,-(x, o+ [ 13, 2:(x, S)Io) ds
(4]

+ f K@)V, vilo+1V?vil0) ds,

0

ou K est défini dans la preuve du lemme 5.1. En utilisant I'équation Lv;=g,,
on obtient la méme inégalité avec en plus {Y 7, 0% vilo au membre de gauche.
Or

le2 Ao SN 5 O vilo + Xa; a4 0% wilo,
d’ou
cte Y [V2ulo = (2 dvo= Iijk 0% vilo+ Ce2Y |V vilo;
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pour ¢ assez petit, il vient

z(z)gcz(ml 0)|0+§|a,gl( s)lods+§1<(s s)ds)

ou
z(O)=) sup(|7 v,(*, o+ 1V 8, v, (-, o+ 1V v;(+, )]o)-

st

t

Par le lemme de Gronwall et le fait que | K(s)ds<C,, on trouve
(4]

z(r)gcz(|gi(-,0>|o+ {18, 9o ds).
0
Comme l'inégalité d’énergie appliquée a u— Y J;v; donne
m.,uiogcz(wa, vilo+lvzvilo+(f K(s)ds)z(s)),
0

la preuve est compléte. [

Remarquons que si les g; étaient indépendants de t, on améliorerait d’un
facteur ¢ I’estimation d’énergie usuelle.

Dans l'application de ce lemme a I'estimation de p, on peut ainsi exploiter
le caractére «presque stationnaire» de @, comme on va le préciser au paragraphe
suivant.

6 Evaluations des dérivées de k et &,

Rappelons les termes F, et F, définis au lemme 3.3:
p 2 .
F1=_27ark, F2=_7ar[p(k+ka)]5

ot k=I{d) I(w,+d)+iI ()% k,=1(®@,) I{w,)+31(I{(d,)>. Remarquons que
k, est I'analogue de k, en «faisant» @&,=0 puis en prenant a‘; @,.

Enﬁn si k(r,t) est a support compact et nul en r=0,— 6 k est de moyenne
x; k
nulle et ~ 6’ k=Y 08, ou gix, t)—w

Le lemme suivant donne les estimations importantes des dérivées de k et
k,.
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Lemme 6.1 Les quantités k et k, vérifient les inégalités suivantes:

. k
(a) () @.r @—‘ SCEV, plo+ Celelldlo+ 116, @, ”0)“ APl ds.
. kY kY
Gi) a,(—z) + a()) <cav,, pl,
/o r/lo
+C8(6HJHO+8|1da+t7aH1+H@J)alll)Jle_t/ilzdS-
k k' kY kY 1/kY k'\’
- e - = = = <
2 0+ r 0+‘<r2) 0+ (") 0+ r(’) 0+l("> 0 ce jl aPlads
k k' k k' 5
(111) 72“ 0+ 7 0+ 6,;5 o H(’) — o C8 .
b) (1) ﬁ + —:1 <Cg¢?
( ) 1 r2 0 r 0: &7
.. k k. k\ kN
Ba Pa Za 5 [La < ~
(i1) 6‘r2 O+ d, ; 0+ 6,(r2) 0+ 0'(r) 0=_C£H(3,w‘,(|1.

Preuve. (a) On a 0,k=1(0, ) I(w)+1(d) (3, D,), car ¢,w,=0, et —1(0, D)
=1{d) o+ I{d)(w,+d,) a cause de (3.2.6). Donc

o

Tk = L) 1) o+ (0,4 D) 1) 1)~ 1) 10,07,

k .
3 0§C62|d|0+C(8 Ndllo+110; @allo)ledlo-

De plus

et

k ; - )
@rr-l SCedlo+Clelldllo+ 10 Dallo)ldls -
o]

On obtient donc (i) griace aux lemmes 4.1 et 4.2.
Les termes qui contiennent J, k au point (ii) se traitent de fagon analogue.

’

Considérons ensuite —r—:
(Eri)l:I”((b) @Jrl'(cb) (6, I—(ral)-)+(8, 1(7(”—)> I'(w,+@)+— ( ) I'{w,+ @,);

comme I’(f):f—@, "{H=1 ——i(if) on a l(—};)

¢,

0

<Cela'|;, et de méme
0

pour



S. Alinhac

652
Enfin,
1/kY 1 I I I(ro
_<_)=_(cb’ (””)) 1@ | pyIe@) T0D) by v
r\r r r r’ r
(w)l . A(r(w,+a,))
( a a) R R £
r
dou 1(ﬁ) =Cel—| . De méme
r\r 0 ¥ lo
AN I 2 et .7 ’ 2 .
(£ {122 ))1<w)+2<d),_1(r;u)) 10) | 1y 1)
r r r r r r
1 I(ro'
+ (rr‘”)l( W, + @)+ (:2")1"(wa+<b,,)
o I ~ 3
e ((wa iy @) ))
r r
. 2 ~ NI
LD 4 gy 1 rt0)
r r
A » @' . ] o' rr .
d’ou (——) §Cs(|w |0+—~‘ +|co|0). Comme |d|,+ ‘ +|"|o=C|d|,, on
rjlo r o ¥ lo

obtient ’estimation voulue.
Le point (iii) est immédiat.

(b) Le point (i) est immeédiat.
Pour le point (ii), on écrit 4, k, = I{(w, + &,) 1 (6, &,). On en déduit, par exemple,

(@_k) =(,,(wa Loy l@d) | 1@, ;m,,) e, w)>

r r
=I"(w, + )I(arw.,)H( Dot )M
+£(~’L‘i’,rj_“’ﬁ re, cba)+ﬂair+ﬂ I"(6, &a);

d’ou l ZCelld, @, ., et de méme pour les autres termes. [

LAY
r )

7 Estimations des quantités | K|, (=2 3)

Au second membre de (3.3.1), les termes F, et F, sont de moyenne nulle et
ont été estimés au §6. Il nous reste a estimer | F|, pour i=3.
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Lemme 7.1 On a

i sllog.s”2 &
Z 2= WI sz|z+C(l_H)1/2 _“ 1 Plads.

/\

Preuve. Elle est trés longue. Nous ne traiterons que des termes typiques parmi
de nombreux termes analogues, et soulignerons les points délicats.

3

Ce
1.M0ntr0ns|F3|2§Cm/7|x,p|2 W“ a plids.

(a) On a par exemple I(d) I'(d) p’' = ( )Z X1 I(d p, d’on

|1(d)1'(d>p’|2§csz ”””H

X; I(d H 7l

ﬁluf+&) 1@
r

-I-CZHVﬁHo(

N x; 1(d) d_lgl

r r

2 2

[72 J d)l>
0 r Io

<CldlolVpla+ClV plioldly+ Clldloldls;

3 )

gcodb+

1 2
en effet,
1@

r

1, 1)

¥ r o

1 (d)

r

1(d)
=2

0

FI. .
~’ +1d |o>§<:|d|2

Flo

grice au lemme 2.1 et sa preuve, et || I(d)] o< C comme on I'a vu au lemme
5.1.

(b)On a

oS (p)(Vp+2Vpl) VoL = CIVplolV pla+ClIV pall2 IV 4l2
+(I7 410 1o+ CIV Al IV pallolpla-

Ici le probléme peut venir de termes contenant |glo: mais |plo = Ct|V plo, donc
1V pallo+ 17 pllo)|plo = CIY plo-

k .
(c) Pour le terme - o', on écrit

k/
_+_ —
0 r

-

Kl Sk
o] sc|lf|| iwan+eiven s +
2 Illo r

[o]

+
0

‘ k

FEL LY

.

et{ }g g? [ |%..ply ds daprés le lemme 6.1.
o]
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(d On a
p' 1(dd, p)=p, 1(d0, p)+p’1(d0, p), d’ou

(dﬁtﬂ)1 SClp' I(dd Pl +Clip I(d, p)llo|V ply;  de  plus
2

lp' 1(do, Pla=CUVpl2+ 11V 6llo) X

IaR N,
r 0

x; 1(dd, )
r

+C<Z

<C(IV pullz + 17 plo)Ctldlo]2,plo +1dE, pl,)
+Ctldllo 10, 1olV pls-

Comme t[d|o<C et |dd, pl, SClld,+d, 110,61+ 1d 1610, o1, + 110, pllold],, on
obtient I’estimation

P .
?I(daz P)Lé wa Plz

(e) Enfin, montrons que pour toute fonction f,
Z/U |O<C1Vf|09 leyl]a f)HOSCHVfHO
Eneffet, Y 5, 03 f=c*Af—(I(d)* [, et I(c* Af)=c? f'—I((c¢*) f’); donc

(2 Af)lo=C [la+Ctl oL o= CISf o-
De plus

rawrr-uars (1 (2ra+ "))

done [I{(I(@)* fNo=CIflo-

On obtient ainsi
' IO 505 M2 SCUV pol2+ IV IV ol +CUV 5 oIV P2
et

s ol <c b wp
‘p I(Zytjasz)lzzc(1+t)1/2' P|2

2. Dans F,, posons F,=F,+I(d)(pd,—d, p,), et montrons I'estimation pour F,
(le terme mis de c6té est traité en 4.).

(a)On a

(D, p)d=(8, p+1(dy+d,)(p,+p)+I1(d)(p,+p) d
=0, pat1(d,+d,) p)d+@, p+1(d,+d,) p)d+I1(d)dp,
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d’ou

(D, p)dl,<C )1/2|d'2+C” Ve Pllodlz+Cldllo Ve Al

{1+t
FUV pallz+ 17 5 lo) (@D lloldl2 + 111 o 1d],)

+II@)lo 1dlloV pl,=C Veibla

(1+t)1/7l

car t[ldo<Cet [ [(d)],<C.

{b) Compte tenu des estimations de R, données en (1.3.18), on a facilement

H R =[x 1D )
éCHVRaHlIdh+C|d|o|VRal2§C( [)1/2Id|l
(c) Le reste (p,— p) 1(d) d., du terme mis de cOté s’estime en:
pa=P) [ di), Cllpa=—p 2 | dill o (o +1d] ) S C u 1)1/2Id|1

a cause de (1.3.13).
(d) Enfin,

Ilﬂd]}lloSC(HdHo)zwLC(l+t),,2 Ildllo—C(1+t),,2 I},

14l =Clidllo nd|2+c(1+,l,zld|2_ 1T )”2|d|2,donc

1p[d2 S C s Ve Pl

3. Dans Fs, posons Fs=Fs+ p[5f (pa) 4p.— 0, d,], et montrons I'estimation pour
F; (le terme mis de cOté est traité en 4.),

(a) On utilise le lemme suivant:

Lemme. Si /= f(r) est C*(R?) et nulle pour r 2 R,

(7.1) flo=) ellog(L+R)'Z(V flo+ 1V f o)

R
En effet, f(r)=— | f'(s) ds, d’'ou, pour 0< <1,

RS (jlf (S)Izs’ds)R' i
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sirz1,
R R
FIfGPs*ds< [ I 6P sds=|V g,
etsirsl,
R
VIS @Ps*ds<IVFIE+HIV L3
. 1
Donc le choix 1 — A=-———— permet de conclure.

log(1+R)

(b) Considérons le terme p(D,+ G,—I(d,+d,) d.).
D’aprés le lemme 4.1, |G, | < Ce?, et D, £ C(| L1, + 16, Rolx + R,k + 1) d’aprés
(1.3.16). Donc (1.3.18) et (1.3.20) montrent que |D,|, < Ce>. Alors

10Dy + G2 = Clpllo|DatGal2+CllD,+ G, 11V Py
< C|D,+G,ls(log(e+ )|V pl, SCe*|V pl,.

Quant au reste, on a facilement
1p1(da+d,) ], S Cl 1+ do) dyll t|V plo

+C”I(da+aa)d;”1|l7p|2— )1/2|Vp|2

(1+¢
(c) Le terme p [ f(p,+P)—f(p)] Apa—pp S (pa) 4 p, sECTiL

Pa—D+0) ApLflpat P)—f )]+ P8 p.Lf (0t 8)—fp)— S (pI]=(D)+(2).
Or

Lf (patP)—f(plo = Clplos
VLS (eatP)=f (P Ilo = CUV pallo+ 11V pllo)plo+ CIV plo = CIV plos
1V2Lf (pat £)—f(P)Tlo=CIV ply,

donc
I(Pa—ﬁ)Apa[f(paﬂi)—f(pa)]lzéC(Tft—)T/ftHpa—ﬁlllep'Il

€ .
écmﬁwph-

Pour (2) et le reste de (1), on a

=ClpllolVplo=C

Dlo=Clipllolblo 7177 1/2|Vplo,

(1+t)1/2 1+9

et un traitement analogue pour les dérivées. Donc

[(1)+(2)|2§CW|VMI'
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(d) Les autres termes de Fs se traitent aisément, car le facteur de § contient
deux petits termes.

4. Les termes mis de c6té dans F, et F; sont

1d)(pd;—0, P+ PLAS () Apa—0,d,].

Dans leurs estimations en norme H?, si une dérivée tombe sur I(d) ou p, le
terme correspondant s’estime trivialement.
Il reste a considérer des termes de la forme

N=I(d) &(pd,—0, p)+p 0[S (p) Apa—0,d,], || =2,

On va appliquer a ces termes le lemme de localisation 2.2, en utilisant la
forme précise des termes p,, d, décrits en 1.3, et non plus seulement les informa-
tions (1.3.13), (1.3.14), (1.3.15) comme on ’a fait jusqu’ici.

En notant (par abus) S, une fonction de r et t majorée par C(1+|r—¢t|)™,
on peut résumer symboliquement le comportement de p, et d, dans les diverses
zones considérées en 1.3:

(i) En zone [,

Pa=ptep,+& (‘f’—# g&(xr”sz(rvét))H)

— e o0, P (RER) =),

d’ou, pour |a| =1,

€ S_
10% Pa|§(1—+t’)—1/—z S_32+& (|!//|+(1‘+—;)/1%72"+S»2>,

S_ 12
(1+0)'?
Pour d, et ses dérivées, la majoration est analogue (sans ).
Le lemme 2.2 donne donc, pour une fonction u quelconque supportée dans
r<cte(l+1),

car le terme de reste Z vérifie 0% ,Z= pour |a| = 1.

€
|uo% Pa|o§cmﬁ|Vu|o+C32 fulo
g2

+CW(1 +t)1/2|Vu|0+C82||7u|0,

car i =y (x) est & support compact.

Lorsque u=xj—1(d2 ou p, on utilise le lemme 3.a pour majorer |uf,, et
r

on obtient

INlo <€ g grslogle+ )17 41, +1dl.}

(

grice au lemme 2.1.
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(ii) En zone 11,
= I 1 1/2 =
pa=p+e|lpi+—3,(r?Sr—ct )
+82l:vj/+—i—6,(xr”21<(r—ét,r})—{»Z],

d’ou, pour |o| =1,

S_
S_3a+é (|'//1+ L )

%
| x Pa (1+t)1/

l &
(1 +nt?

car K est borné et 6, K=S_,,.

Pour d, et ses dérivées, la majoration est analogue (sans /).

On obtient la méme chose qu’en zone 1, et il en est de méme en zone de
transition (voir [ 1] pour tout détail).

5. Enfin,

[Fs|, £Cllpa— 2Plrds

’ 83
, (1+t)”2 “

d’aprés le lemme 6.1. [

8 Estimation des restes et fin de la preuve du théoréme 1.3

Reprenons les notations du lemme 3.3, et posons

liz= —2$arka+84[w:ﬂ+ﬁ;a

F=F,+ Y F([y]estdéfinien(1.3.17)).

iz3

Définissons alors des fonction p;, 0<j <3, par les problemes de Cauchy

Lp0=—2§a,ka+g4[m], Po=0,p0=0 sur t=0,

Lp,=F, p1=0,p,=0 sur =0,
Lp,=F,, P,=0,p,=0 sur =0,

Lp3=ﬁ—2£;(k+ka)+2p Pa=P (g k)— 2p—j(p+p(k+k) ds

7

+_

; {e*[Y]+Fyds=G, p3=0,p3=0 sur 1=0.

s
P

Oty
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On vérifie facilement que la somme des seconds membres n’est autre que

F 3
F+p’1(;>, en sorte que p= Y ;.

i=0

8.1 Les fonctions py, p, et p; ont en fait deja été estiméss pour I'essentiel dans
les paragraphes précédents. Nous résumons les résultats dans le lemme suivant.

Lemme 8.1 [{existe un v, >0 rel que

3 .
vy 1)12
Z “pIZSC},2+ +CF“Og(‘|12j-(—l—+—SWdS

i=1

Preuve. 1. Estimons d’abord |G|2.

(a)OnaFazpaGa#Zp” O, k,+1,+J . et

|Gal: =C(ldall2+ 14,11 2)1du] £ C ’H, (daprés (1.3.18))

2Cri—5 (d’aprés le lemme 4.2);
2

Pour majorer |I,],, les seuls termes délicats sont du type |1(d,) 0%, pulo, |2} = 1;
comme on observe sur la forme explicite de p,, d, (§1.3) que |35, p.lo=Ce,
on écrit
“(ga) 0;,1 pa]O é Hl(aa) HO [pit pal() § CI?]J{,IO
P ‘
£C—— aT57 {d’aprés le lemme 2.1).

45
(140172’

{b) On obtient sans difficultés, grace au lemme 6.1

Autotal, |F,—J|,<C et |J,|, est estimé en (1.3.20).

2P kk 422 PP (k)
r rep 2

4

& € L
+C (le'I +¢* | |d| ds).
)1/2 (1+t)1/2 2 6[ 2

<
‘—“C(I-H

Les termes contenant des intégrales se traitent comme suit: on a vu au lemme
7.1 que

' ()2 £C (| pallz+ 1 £ 1) T @)o+10])+Clolo [V 4l2;
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e*[y] F

icl, y=—=+"= 4+ et
P p

G

4
(il s’agit de la norme I7? prise sur r <&t + R,). Donc [p' I{(v)], < C ((—ljf-gt)T-‘- IFh) ;
I’avant derniére intégrale est négligeable, et au total

< Ct|Fl,, ’I(—[lﬁ—ﬂ)‘ < C(logle+1)"?
]

4
t)1,2+c

g Lo
|G, =C|F|,+C (|l7[)| +&2 [ |d| ds).
2 2 (1+ (1+t)1/2 2 6[ 2

2. Estimons |V, , p,/,-
_x; k

r

lemmes 5.1

Comme on I'a noté au §6, F; =) 9,g;,8,= —
et 5.2, comme k(r,0)=0,

Vet P11=CY §10, 81l ds.
0

0, k k'

+C . P?0gle=C

0

Or [0glo=C

el

0. k
, Vo gilo=C t
0 r

k ’
()

0

, donc d’aprés le lemme 6.1,
0

[V ,p112§C8 _H tp|2d5

car
2

eldllo+eld,+d, |, +110, @, <C i7 grice au lemme 4.2.

&
(1+9)
3. Estimons |V, , p,,.

On a vu que F,=Y 0,8, 8=—2p x—zi(k+ka). Comme k,(r,0)=0, on trouve
comme plus haut r

|V tP2|2_<.Cz “argu|2 ds.

On écrit cette fois

v (%) sclo & +c| 2420
0 r o
. k K . . 0,k ok
§C{< =1 - +‘~ )|Vx,,p|1+|lp||0<_'7 4| )},
r 4] rlio rilo 2 |, .
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et de méme
L(x:k < k k' ok k’
uy ( ) =C{( r? o+ r o+ r? 0+ l aPla
. k/ ’ k ’ . k 7 kl ’
oo, #[() )*””“0( {EIR BN

Grace au lemme 6.1, on obtient

3

x;k &
0" Bl SCEI, ,p:2+c(1+t)1,2ﬂvtp|2ds

r

On trouve de fagon analogue

x;k, .
G2 Pl

<C8 | tpl25

car |plo S Ct|V plo. En résume,
%, P2l =Cé? “ 1 Plads.

4. Finalement, en utilisant les majorations du §7,

1 t
VeiP3l,<C [IGl,ds<C [|F, s+C§|J|2ds
0 0
s ellogel'? ' ds ( .
Co=El V., plads+Ce® | ————([ IV, d
+ I (1+5)"? Vi Plzds+Ce g(l-{—s)”z 6“ i Plads

+Ce* (1402 < Ce*lloge|?2(1+1)2+Ce2*
t

1
+Cellogel'? | ——751V plads.
A TEElet

On a utilisé ici la propriété fondamentale de J, rappelée au §1.3(c), que

t
[ITl, dssCe?*. O
0

8.2 Estimation de |V, , pol,
Lemme 8.2 OnalV,, pol,<Cé.

Preuve. Posons po=o+¢&*B, ot La=—2 g 0, ko, LB=y/], avec des traces nulles.
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(a) On doit observer que, d’apres (3.2.4), et le lemme 4.2, on a en fait

g2 &3
Ha W, “1~C(1+t2+(l+t)1/2)’

donc, en raisonnant comme dans 'estimation de p, et en utilisant le lemme
6.1, on obtient
3 4

(b) Ecrivons ’équation sur f sous la forme
O B=ly]+(c2(p)—c*(p) 4B—21(d) 6, f'—(I(d)* B,

et posons
O Blzﬂlﬁﬂa ﬁ:ﬁ1+ﬁ2-

&

e Par I'inégalité d’énergie et I'inégalité | I(d)||, S C e

1
1/2“7 ﬁ'l dS

|Vx.tBZIO§C5 j (1 +s)

® Soit y(x) la solution de —¢&* A4y =[], choisie en prenant la convolution avec
la solution élémentaire logr. On a Oy=[y], donc [16=0, o(x,00=—7,
d;6(x,0)=0,0ul'onaposc 0=, —

Comme on sait a priori que f3, est supportée dans r <Ct+ Ry, on a

Ve BiCiBlo=( [ IV Bi(x 0P dx)"2;

|x| et+Ro

d’autre part, on peut estimer intégrale correspondante pour é par Pinégalité
d’énergie appliquée a un domaine tronconique: il vient

(| WdbelPdx)?=CC | (Py)Pdx)'?;

|x] Sét+ Ro |x|£2¢ét+Rp

C

T+’ on trouve finalement |V, , 8, (-, lo < C(log(e+1))'/*

comme |Vy(r)| =

V.. Bl
e Autotal, |V, , Blo < C(log(e+1)2+ Ce 5 (1+t )1}2 ds.

® D’apres (5.1.2) et le lemme 5.2,
- Ve Bl

(% Bl < Cllogle+1))!2+Ce |

WdHCI[Mh,
0

d’ou par le lemme de Gronwall, |V, , B, < C(log(e+ )% [
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8.3 Fin de la preuve du théoréme 1.3

(a) Les lemmes 8.1 et 8.2 impliquent

t

v,
Ve plo=Ce** i+ Celloge|'/? j Vi bla

i+ )2ds

Par le lemme de Gronwall, 1l vient

|V, plaSC e2triefiloesl> < C e2%% pour O<v,<v,.

o 1 ; .
Pour O0<e=<e,, on a donc en particulier |l7x‘,;>|2§§ COHTPJTE’ ld|,
1 € .
_ECOW (par le lemme 4.1), ||&d]lo=3Cy¢ (par le lemme 4.2), et ||p]l,
va < 1 € N
<Clloge|'?e*™ ZCOW (par linégalit¢ (7.1)). Enfin, comme

F
lF+p’I(p)l SC|F|y£Ce?*V3(v3>0), [Lpl,<Ce?**1; d'autre part (notations

de (3.2.3)),

10, dlo = Cldlo+C|Rlo+Cld, Rlo=C|¥, . pls +CILplo,
dou
&

1
< 2+v3<_
10,dl,<Ce Co (1+t)”2

pour ¢ assez petit.

Cela montre que les inégalités (4.1) ne peuvent cesser d’étre vraies (C’est
Pargument habituel dit «d’induction sur le temps», cf. [5]). Le critére de prolon-
gement de Chemin [3] (qui est trivial dans le cas présent a cause du caractére

invariant par rotation des fonctions) montre alors l'existence de la sotution
2

pour t§£—2 et les estimations de g dans cet intervalle.

(b) Les estimations (1.3.21) résultent de celles sur p.

Pour (1.3.22), on observe d’abord que d—da,,p=c7,,+d, et |d,|,SCe?tv
(v4>0) par le lemme 4.1.

Considérons &,: de (3.2.4) on déduit

0, @,=—e* (@ di+1(d) wl)+F,

ou 7 désigne des termes supportés dans un compact fixe et vérifiant ||7||, < Ce?;
donc
t t
O —Wapp =0+ @+ [ [0 d} +1(d]) @) Jds=d+ | Fds,
(1] [4]

app

et |0 — ,p,l, Slid], Cet £ Cet d’apres le lemme 4.2, qui implique aussi (1.3.23).
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9 Borne supérieure du temps de vie

9.1 Pour cette étude, il semble plus commode d’introduire les inconnues p, a
=1I(d), B=I{w) convenablement normalisées, puis d’établir le systéme gouver-
nant leurs dérivées. Ces calculs sont résumés dans le lemme suivant.

Lemme 9.1 Considérons une solution réguliére (p, v) de (1.1.1).
(a) Les fonctions p, o,  satisfont au systéme

(9.1.1) O, p+oap +pd=0
2 ’
O, ataa — ﬁ —(—)-=0
P
6,ﬁ+aﬂ’+a§=0.
C A
(b)N0t0n5p=p_+l—/2,0(=T/2—,et20=ﬁ’,
r 12
(e, A
=\ e
Y-,
) p ¢
Les fonctions (zq, 2, , Z,) satisfont au systéme
A ,, C Az,  Pc 3 B4
e 5:20+;I/—220+;T/7Zo(Z1+Zz)+“‘—2r3/oz+r3ﬁ(z1+22) 75T =0
A
L4 az21+(‘;1‘/7+6)2'1+Q=0,

ou

Z12;,

(9.12) Q=(pc’ +c¢) 1/2+ 172 (c—3pc)

2 pe o

4r3/2[A(5+ c)+c(5c+2 )]
2 12 A 1+ +cfae =3+ Lcc—pa
4 4r37 ert/*— o 4pr* p

zo 1 B2
+W(3A2+f'c2)—%+ ﬂ

4 cr¥
A ' / 3 212 /
[ ] 8z, + rIT——C zZh+(pc +c);m+—rw(c—3pc)

‘42/:[ ( )+3C(c —;)+2cr ]

Z, pc , C 1 _
— = LA —+— A
+4r3f2[ A(5+ p )+C(5c +p)]+4pr2(cc+p )
Bzo B2 —0.

1 :
+ 80r5/2 (3A2+f CZ)'— Crllz + 4(37'3/2 -
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Preuve. (a) Si 'on note u=%x—i—§xl (voir §1.1), on a la formule (v¥)v

g 2 ’
=(a:( —%) X +(5’-‘;'B—+1r§) x*, ce qui prouve (9.1.1).

{b) Le systéme (9.1.2) est obtenu par un calcul direct en dérivant (9.1.1). Les
détails sont laissés au lecteur. [

Soit b< + co; supposons que la solution de (1.1.1), (1.1.2) soit classique pour
2

0Lt < T, on T vérifie %§ T§I:—2.

Notons I, la coure intégrale (dans le plan (t,r)) du champ

0, +(a+c¢)d,,
issue du point (4,0), B la bande du plan comprise entre Iy, et I.*_

1 (6g est

défini au théoréme 1.2), et B,::Bm{tgg}. Posons, en imitant Hormander [5]
1
et John [7, 8], pour ;ét_s_ T,

J()= sup [lz,(r,s)dr,
l<s<
ir,_s)e_l;

M(t)—‘—‘sup (P1A(r, 9)|+c|C(r, s)]),
i

V(t)= sup s|z,(r,s)l.

Lles=e

==

{r,s)eB

Ces quantités sont estimées dans le lemme suivant.

Lemme 9.2 On peut choisir des constantes J,, My, V| telles que, pour t<T
et 0<e=<g,

9.1.3) JOshe, M@OSMye, V(HsVe'?

C 1
De plus, rgf t dans B pour tg—g—.

. . . X . 1
Preuve. On raisonne par induction sur le temps, a partir de t=;. On montrera
. 1 2 . .
d’abord que (9.1.3) est vrai pour ;§t§;; puis on supposera (9.1.3) vrai pour

1 , ;
—<t£T' LT, et on développera les conséquences.
g

1 2
1. Vérification de (9.1.3) pour . st e

On utilise le théoréme 1.3 qui décrit le comportement de la solution (on
est ici en «zone I»): p=pl4p, d=dl+d,+d,

Vg T 1 [pl—p+p  Id
221=r1/2[pn:p+ (d)] [pa pHp ()]’

c 27t o e
_P.’;"*'P" I'(d) 1 _;0?;‘,5+f’ 1{d)
S | |

222 =r1/2[
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Pour z,, on observe que

rdh o
t12z,—r? [_(_L)_%'] Scte{t*?e? +¢f <ctee'?;

C

par ailleurs

I'(dy) P:_l i gl ENUN T 70 ] NSV O
7—7_5{(p_p)1 (da)_(C_C)Pa +Pl (da)_('pa}a

les termes en p — p, ¢ — € sont négligeables et

1(d;)

.

PI'(dD)—Cpg =e(pdy—2ph)+e*(pdy—Cpo)+e* (pds—Cph)—p

_ _ _ - R(r—ct cR
Comme Pd1"cl’1="atpl_CP1=_(az+Car)(p1_ (rl/z ))+ et

2r32°
- R e o . .

(6,+¢d,) (p1 ———rl—/2> §t37 grace aux propriétés asymptotiques des solutions
de lequation des ondes (cf. par exemple [1, §2]), on trouve finalement t|z,]
Zcte(e+e*t3*) Zcteel/?

Comme la largeur de B est bornée par un nombre fixe, la majoration évidente
|z,| < cte ¢ suffit a controler J(¢).

Enfin, [A|+|C|=r2(I(@)] +|p—p) Sctee.

On choisit dorénavant

(9.1.4) M,=p&3J, V,=J et J(i)ngg,
1 J, & 1\ _J, e?
N ppz it © il Pt
M(£>=PC 1 V<£>=

. 1 .
2. Etudions (pour ;é t=T'< T) les conséquences géométriques de (9.1.3).

&

® Pour 0<:<T dans B,on a ctem;

IIA

A
c(p)+m—c

d .
le long d’une courbe I;* dans B, on a donc |—(r—¢ t—i)’gcte soit

dt

&
(14+nt?’

N 1 _ 3¢
|r—ct— | Zcte g(1 + )2 < cte. En particulier, pour t;;,;gc—O(s)ch pour
€ petit.

d -
E;(r%—C{—y)

_ R £ 4 .
e Le long d’une courbe I, de B,, on a de méme <cte 7 d’ou

't

[r(t)+Et—p—(r(t)+ct' —p)| Zcte g(t}? — %)< cte.
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Si Ton note ty(x, 1)<t 'ordonnée du point ou la courbe I, issue de (x,t) sort
de B,, on a |r(t)+ct;— u| Zcte; donc, pour deux points (r, t), (', t") de B, appar-
tenant 4 la méme courbe I,”, avec t'<t,ona

2e(t—tY=r+Ct—pu—(r"+ct' — @+ —t'— A —(r—¢t— 1)+ A" — 4,

. , ., .
d’ou t—1t' <cte; en particulier ¢ gi pour ¢ petit.
® Dans B,, on a z,=f=0, car une courbe intégrale du champ 0,4+ a0, issue
. 1 . . 3¢ , .
d’un point de cette zone coupe t=-— en un point ou rgz?, et Pon sait par
& ;
le théoréme 1.3 que f est nulle en un tel point.

3. Pour évaluer les intégrales de |z,| sur des courbes de B, on écrit (avec les
notations de (9.1.2))

A
d(zl(dr+udt)):[(;l~/—2+c+u) Zy+zy u’+Q]dr/\dt.

A
Pour p= — iz 6 on trouve

d(zl(drwdt)):{—zp L2 4)2,;,2[/1(34-&:)—%—(3(36’*2%)]

pc . 3¢
+4 3/2 [2(1‘ (1 >+C<4 ~—7>]

l _ 1 " Bzo
+’~—2(CC—‘pA)+§?;§2‘(3 A* + f Cz)“?ﬁﬁ

2
+£11 cﬁ }dr/\dt_er/\dt

On en déduit, comme dans [5]:

1 ~
() { lzi(r, t)|dr<J< ) { 10ldrds.
(r.t)eB %2 g
r.
, 1 3
(i) cte § §J< >+ [ 10ldrds,onl (x,1)
r-(x,0nBnitzy (!<;<I;

désigne la partie de la courbe intégrale de 6, —(x+c¢) d,, issue du point (x, t)e B,,
sur laquelle s<t.

4. On a, dans B,

~ g2 € Vie M 2
]QIéCt€{|Z1I(Vtt3ﬁ+M1;§/-2)+ 11‘, (1"‘ t1;2) (Ml 2'*']\/12 ts’f:’i)}
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donc

{ |Qldrds<cte{J; e*(v;+ M, e'?)+V, 83/2(1+M)
é
+M e?(1+M))}<cte J; &

§

i

pour ¢ petit.
De 3 (1) on déduit alors

J(t)<J(1)+ f |Q|drds<Jl +cteJ 83/2<;J £

pour ¢ assez petit.

5.0na

A , 4 g C
6,A+<F/—2‘—C)A = —20221 +‘2r—3/7+;*172“+f§;,

A , A
6,C+<m—c>c =—2€p21+ —pi;

En intégrant de long de I' ™ (x, t) entre t,(x, t) et ¢, il vient
t

[Ax, O S|AF(), )+ +0(e) [ |z, (r(s), )| ds+cte My e* +ctee f|C|ds,

ts ts

|Clx, O =[C(r(ts), t)| +(2¢p + O(e)) flzl(r(S), sids+ctee fIAIdS-

ts ts

En appliquant le lemme de Gronwall a la fonction g4 (r(¢), 1))+ | C(r(¢), )]
(la courbe I' ™ étant fixée), il vient

- _ 1
(pl4]+elCh( t)gM(;)(l +0()
+2225(1+0(g) {J <%)+cte Ji 83/2} +cte M, &2,
. 1 .
car si ts>;, A et C au point (r(t,), t;) sont nuls.
Donc

7Mls

M(t)g{ﬁaz J‘—S+-é—a2 5J, &1 +0(s”2)}(1 +O()+cte M, S

4

si ¢ est assez petit.
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6. Enfin, en utilisant {9.1.2) et en raisonnant comme en 5., on obtient grice
aux considérations géométriques de 2.,

e M Ve’ Mg M3g?
|z2(x,t)|§|z2(r(rs),rs>|+cte{V3 sEt gt t;/z}

gl/? M, 1+Or
(cteV1 —7 tcte 3/2 + (¢)

)j: (r(s) )l d

Comme
1 1\ _J &'
tzy(rt 1) Slcte+—) eV )= (1+0()),
€ g 4
il vient
v, g2 ) 2 1 '
Vi (L+0@E)+(1+ 06N V1 g+ctel e 2) +-cte V, 1S5 Ve !

si ¢ est assez petit. [

La derniére étape de la preuve consiste a considérer, le long de la courbe
I'; < B, la fonction w(t)= —z,(r(t), t); de (9.1.2), on déduit que w satisfait pour

1 , . e .
t>— une équation différentielle de la forme
&

wi(t)=ao () w> +a, () w+a,(t),
ou

aolt)= (”i,*f)( .0 =LEPEE Lo,

el/z 1/2
|a1(t)|§Cte?3_/2‘, la2(t)|§0te—tz“

d’aprés le lemme 9.2.
La valeur initiale vaut, d’aprés le théoreme 1.3,

w(l)z —8M+0(8}.
17

4

T T
Le lemme 1.3.2 de [6] sapplique, car | |a (t)dt=ctee, | |a,(0)dt<ctee®?
1/e 1/e

on en déduit

T -
__Pr
1/{ 20O dr=(1+0() S—pisy
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soit finalement

= 21)2
T2 < pc

225G+ - Ry V=0,

ce qu’il fallait démontrer.
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