
Invent. math. 111,627-670 (1993) Inventiones 
mathematicae 
�9 Springer-Verlag 1993 

Temps de vie des solutions r6guli6res 
des 6quations d'Euler compressibles axisym6triques 
en dimension deux 

Serge Alinhac 

Math6matiques, Bfitiment 425, Universit6 de Paris-Sud, F-91405 Orsay Codex, France 

Oblatum 2-XII-1991 & 24-1X-1992 

Summary. We consider the 2D isentropic Euler equations; for rotationnally 
invariant data which are a perturbation of size e of a rest state, we establish 
the first term asymptotic of the life span We of the classical solution (lim g2 We = z2). 

A 2 
Moreover,  we give, for t<--~-(A<z.) an estimate of the true solution, by 

computing the size of its difference with an approximate solution obtained in 
a previous work. 

R6sum6. Nous consid6rons le syst~me des 6quations d'Euler isentropiques en 
dimension deux; pour des donn6es initiales invariantes par  rotation et perturba- 
tions de taille e d'un 6tat de repos, on 6tablit un 6quivalent du temps de vie 
We de la solution classique (lim ~2 We = z2,). 

A 2 
De plus, on donne, pour t<=7(A < z,) une estimation de la vraie solution, 

en calculant la taille de son 6cart ~ une solution approch~e construite dans 
un pr6c6dent travail. 

Introduction 

1. Dans ce travail, nous consid6rons le syst~me des ~quations d'Euler compres- 
sibles en dimension deux, dans le cas isentropique (avec une loi d'6tat quel- 
conque) et pour des donn6es initiales invariantes par  rotation. 

De nombreux articles ont 6t+ consacr6s A ce syst6me: on pourra  consulter 
par exemple Courant-Friedrichs [4], Majda [11] et les r6f6rences donn6es dans 
ces ouvrages. 

Nous supposons ici que les donn6es initiales sont des perturbations C * 
supports compacts, de taille e, d 'un 6tat de repos off la vitesse v du fluide 

est nulle et sa densit6 p constante. 
Comme  l'a montr6 Sid6ris [12], les solutions d'un tel syst+me ne peuvent 

en g6n6ral demeurer classiques pour tout temps, en contraste avec ce qui se 
passe dans le cas d'un fluide incompressible. 

Nous donnons dans cet article un 6quivalent du temps de vie T~ de la solution, 
ainsi qu'une description approch6e de cette solution et une estimation des restes. 
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2. La m&hode de la preuve est celle d6velopp6e dans le travail d'H6rmander 
sur les 6quations d'ondes non lin6aires [5, 6] : construction d'une solution appro- 
ch6e en temps grand du probl6me, puis estimation des restes fi l'aide d'in6galit6s 
d'6nergie utilisant les << champs 2g >> de Klainerman [9]. 

La construction de la solution approch6e, fi cause de son caract6re technique, 
est pr6sent6e/t part dans [1]; pour l'intelligence du texte et la commodit6 du 
lecteur, on a rappel6 ici les r6sultats principaux de cette 6tude (w 1.3). 

Le ph6nom6ne nouveau apparaissant dans le cas des 6quations d'Euler est 
une r6tention de fluide sur le support du tourbillon initial, ce qui se traduit 
math6matiquement par la pr&ence d'un terme stationnaire de taille e 2 dans 
la formule de la densit6. 

Ce ph6nom6ne semble exclure la possibilit6 d'utiliser les <<champs 7Z>>, et 
impose l'obtention d'une solution approch6e beaucoup plus pr6cise que celles 
qui apparaissent d'ordinaire dans la litt6rature. 

Le travail essentiet consiste ici ~t contr61er le couplage entre le mode central 
(qui gouverne le tourbillon) et les modes extrames (qui gouvernent la densit6 
et la divergence). 

Ce couplage correspond/t  certains termes au second membre de l'6quation 
d'ondes r6gissant la densit6, termes qui sont de moyenne (spatiale) nulle. 

Le coeur de l'analyse consiste fi noter qu'il existe dans ce cas des estimations 
d'6nergie bien meilleures que les estimations usuelles, exploitant le caract6re 
~ quasi-stationnaire >> du tourbillon (w 5). 
3. La borne sup6rieure du temps de vie est obtenue en adaptant la m6thode 
de John [7, 8], qui repose bien entendu sur le caract6re invariant par rotation 
des solutions consid6r6es. 
4. Le plan de l'article est le suivant: 

Dans le premier paragraphe, on 6nonce les th6or6mes et l'on rappelle les 
r6sultats techniques n6cessaires de [1]. 

La strat6gie de la preuve est expliqu6e au w (apr6s avoir 6tabli quelques 
lemmes techniques au w et sa raise en ~euvre commence au w par les estima- 
tions du tourbillon et de la divergence en fonction de la densit6. 

Les estimations d'6nergie (standard et pour un second membre de moyenne 
nulle) font l'objet du w tandis que les termes de couplage dont on a parl6 
plus haut sont analys6s au w 6. 

Les w167 et 8 pr6sentent les estimations des autres termes d'interaction et 
la fin de la preuve de la borne inf6rieure du temps de vie et des estimations 
des restes. 

Enfin, la borne supbrieure du temps de vie est obtenue au w en s'appuyant 
sur le comportement en temps grand d6ja 6tabli. 

1 Notations et rbsultats 

1.1 G4n4ralit~s 

(a) Nous consid6rons, pour (x, t)G]R 2 X ~ + ,  le syst6me des 6quations d'Euler 
isentropiques 

(1.1.1) ~t P + div(p v) =0  

t~ t v + ( v  V) V= Vp __ c2(p) VR 
P P 
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0121 /)=(0i,  /~2) d6signe la vitesse et off la pression p est suppos6e atre une fonction 

connue p(p) de la densit6 p, avec c Z ( p ) = ~ P - > O  (voir [4]). On notera  dans  la 
c2(p) ap 

suite f(p)-- 
P 

On choisit c o m m e  donn6es initiales 

(1.1.2) p(x,O)=~+ep~ r constante,  

v(x, O) = ~v~ 

o6 v ~ et po sont C ~, nulles pour  [ x l > R o ,  ind6pendantes  de e > 0 .  

e n  no, n, o n  supposera :  
\x21 \ X l l  

(1.1.3) les fonctions pO, vr et Vo sont C ~ 

et d6pendent  seulement de r = [x[. 

Dor6navant ,  ' dbsignera la d6rivation ~ = ~ - ~ - ,  et l 'on notera  (par  abus) 

pour  toute  fonction f 
I . / I  / I J . A ,  i 

[If[l~ = IIf(',t)[Ic.(~, If[~ = [If(',t)ll..~R~). 

(b) Pour  toute  fonction g =g(r) ,  nous no te rons  

1 r 

I ( g ) = r  ! sg(s) ds. 

�9 Si d=d(r) est C ~, nulle pour  r>R et de moyenne  nulle (i.e. ~ddx=O), l(d) 

est aussi nulle pour  r >  R, et le champ  C ~ va= l(d)x v~rifie 
r 

(1.1.4) divvd=d, co(va)= rot(va) = c~1 va2-- ~2 v~=0.  

�9 De  m~me, si co=og(r) est C ~, nulle pour  r>R et de moyenne  nulle, le c h a m p  
X • 

C ~ v ~' = I ( c o ) - -  v6rifie 
r 

(1.1.5) div v~'=O, w(v'~ = w. 

�9 Enfin, s i v  est C ~, nul pou r  r>R, on a necessairement  v=va+v ~ pour  
d = div v, co = rot  v. 

1.2 Estimations du temps de vie de la solution 

Le premier  r6sultat donne  une valeur approch6e  du temps  de vie T, de la solut ion 
r6guli6re de (1.1.1), (1.1.2). 
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Th/~or6me 1.2 Soit 

- 1 ~ o d ~ o 

off R (s, f ) =  S f (x) d x est la transform~e de Radon d'une fonction f ( invariante 
x f l~=s  

par rotation). 
Supposons pO et d~ ~ = div v~ non toutes deux identiquement nulles, et soit ao <= Ro 

1 1 
un point off R'(ao) est minimum: on a R'(ao)<O;  posons z , -  off 

#=2--~(fic'(fi)+c(fi))>O. Alors l i m e  2 T~=z 2. # - -R ' ( ao ) '  
e e ~ 0 +  

Remarquons  que la quantit6 # qui intervient dans le th6or~me est toujours  
positive, ce qui 6quivaut fi dire que les valeurs propres  extremes de (1.1.1) sont 
vraiment  non  lin6aires au sens de Lax [10] (voir par  exemple [4, 11]). 

Si p ~  d ~  la preuve du th~or~me 1.2 implique lim e2T,=  + o o ;  il 
serait int6ressant d'6tudier ce cas plus avant.  ~ ~ o + 

1.3 Solution approch~e et estimations des restes 

I1 est possible d'affiner le r6sultat du th6or6me 1.2 en donnan t  une solution 
2 

approch6e de (1.1.1), (1.1.2) d6finie pour  t <zp~ et qui, pour  A < z . ,  indique l'allure 

A 2 
de la vraie solut ion pour  0 < t < ~ et 0 < e < ea. 

Cette solution approch6e (papp, v~pp), ainsi que les restes p--Papp, v -  Vapp, 
seront d6crits en termes de dap~ = div vapp, r = rot  v~pp, conform6ment  aux g6n- 
6ralit6s de 1. l(b). 

Remarquons  qu 'en int roduisant  les inconnues d = div ve t  ~o = rot  v, le syst6me 
(1.1.1), (1.1.2) devient 

(1.3.1) O,p+I(d)p'+pd=O 

(~) 2 I (co) I' (co) 
a,d+I(d)d'+ + ( I ' ( d ) ) 2 - 2  +f(p) Ap+f'(p)lVpl2=O 

r 

a, og+ I(d) oY +dog=O, 

avec les condit ions initiales 

(1.3.2) p(x,O)=~+~p~ 
d(x, O)=ed~ r O)=eog~ 

(a) Description de la solution approch~e (Papp, dapp, ('Oapp) 
L'article [1] est consacr6 ~t la const ruct ion de fonctions (p~, d~, o9~) pour  lesquelles 
les premiers membres  des 6qs. (1.3.1), not6s respectivement R~, Da, f2~, sont surf- 
i samment  petits; ces fonctions satisfont en outre  aux condit ions initiales 

(1.3.3) p~ (x, 0) = p (x, 0), 0t p~ (x, 0) = t3 t p (x, 0), 
d~(x,O)=d(x,O), r 0) = co(x, 0), 

R~(x ,0)=0 .  
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Pour  la commodi t6  du lecteur et la compl6tude  de la pr6sente preuve, il est 
n6cessaire de rappeler  br i6vement  les r~sultats de [1], auquels  on renvoie le 
lecteur p o u r  tout  d6tail. 

On distingue d 'embl6e deux zones I et II, d6finies par  t__<2g -6/5 et t>e -6Is, 
le raccord  entre des fonctions d6finies en zones I et I I  se fa i san t / l  l 'aide d 'une 
t ronca ture  0 = 0 (t ~6/s) (0 ~ C~ (N), 0(s) = 1 pour  s < 1, 0 (s) = 0 pour  s > 2). 

Par  ailleurs, l 'absence de lacune en dimension deux pou r  l '6quation des ondes 

conduit/~ in t roduire  une t roncature  << conique ~ )~ = )C ()~e C (N), X(s) = 0 
pours  s =< �89 X (s) = 1 pour  s > ~). 

(i) En zone I, les fonctions p .  = p.~ et d. = d. ~ sont de la forme 

p~=fi+ep~+ ~ 2 p2+e, 3 P3; d.'=~dI+~2d~+e3d~ 

avec (en ome t t an t  les << I)) pour  all6ger) 

, _; d l = - ~ O ~ p l ,  d2 = -  [O, p2+pldl+I(dl)pl] ,  

3 = ~ -  [~, P3 + P~ d2 + I (d2) p'~ + P2 d~ + d I (dl ) p~]. 

Les composan tes  Pi sont  d6finies c o m m e  suit: 

�9 [] p l = 0 ,  pll t=O=p O, ~ t p l [ t = o = - p d  O, 
off (par abus) [ ]  = 02 - ~2 A,. 

�9 p2(x, t)= @(X)+fi2(X , t), 

off 

- R o  

(1.3.4) ~p(x) = -- ~P--~ ~ [I(09~ ~ 
r 

et 

[] _ _ I ( d l )  2 , 2 - 

+ fif'(~)lVPl 12 - ~, I(d,) p'~ - 2 I(dl) ~, 0'1 -(O, Pl) dl, 

avec 

fi2[,=o = - 4 ,  ~,P2[,=o = - p  ~ 1 7 6 1 7 6  VP ~ 

p3(x't)=[1-O(t)]p2 2rt O,(Z rl/2 (R2 R')(r-~t)), 

off p e t  R sont d6finis au th6or6me 1.2. 
Pour  t grand, sur le suppor t  de X, on peut  mon t r e r  que 

R(r-~t)  
(1.3.5) Pl "~ rl/2 
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et 

(1.3.6) P2 -- ~9 + # ] /~  L(r-- ?t) 2r C~r(zrl/2 R2(r--&))~ r 1/2 ' 

pour une certaine fonction L de classe C ~ (support6e pour a<Ro) ,  v6rifiant 
IL(a)[ _-< C(1 + I~rl) ' n ,  L'~ L2 (R). 

(ii) En zone II, on introduit  la variable de temps lent z=e~t ,  et on module 
les profils R et L qui apparaissent en (1.3.5), (1.3.6) selon les 6quations 

(1.3.7) 0R 0R 8z - F # R ~ = 0  

R (a, 0) = R (a) 

c3L c~ 
(1.3.8) 8z F # ~ ( R L ) = 0  

L(a, O) = L(a). 

Seule (1.3.7) est non lin6aire, et z . <  + ~ est le temps de vie de sa solution 
classique. 

Posons alors 

1 2 R 
(1.3.9) S(a, z)=  - # z  ~ ~ - ( a ,  st) ds, 

0 

1 

(1.3.10) K(a, z)= --#z ~ (RL)(a, sz) ds. 
0 

_ VV Les fonctions pa=p Iv et da-d ,  sont de la forme vi - VI p. = p + e p l  +g2p12V, 
d.H--edn+eZdH-- 1 2 avec (en omet tant  les <<II~ pour all6ger) 

d l = - f  tP,,  de = -  [OtP2+pldI+I(dl)P'~] 

(comme en zone I). 
Les composantes  ply sont d6finies comme suit: 

1 1/2 p~t=pI +rt3r(Zr S(r -~ t ,  z)) 

p12I=ptz+#1/~c~r(xrl/2R2(r~rr 1 1 2 --et))+rt~,(xr / K(r--~t, z)). 

(iii) Au total, on d6finit 

p.=Op~+(1--O)p~', da=Od~+(1-O) d~ ~ et 

co. = e o) ~ partout.  
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Dans le pr6sent travail, pour des raisons qui seront expliqu6es plus tard, 
nous choisissons 

(1.3.11) p.pv=-p., d.pp=-d., 

o9o,~ = o9,_ ~ .( [o9o dl + t(al) o9o,] ds. 
0 

(b) Rappel de quelques propri~tks de (Pa, d., o9.) 

I1 est utile de souligner ici quelques propri6t6s de (p., do,o).) qui seront d'un 
usage constant dans la suite (voir [1]): 

�9 Les fonctions (p., da, o9.) respectent les lois de conservations de (1.1.1), c'est-fi- 
dire 

(1.3.12) ~ (p~- fi)(x, t) dx = e ~'p~ (x) dx, 

~da(x,t) dx=O, IO)a(X,t)dx=O. 

h 2 
�9 Les fonctions (p., d.) satisfont, pour tout e et t__< ~ -  aux majorations 

(1.3.13) 118~'*(P"- P)II~ <= C A'~ (1 + t) ~ /z ' 

(1.3.14) II 8~,t d. II o < CA,. (1 + t) 1/2' 

E 
(1.3.15) tl O~,t l (d,)It o < CA,, (1 + 01/2" 

(c) Rappel du th~orkme principal de [1] 

Dans l'article [1], on d6finit, outre R., D., ~ . ,  la quantit6 

Ja=paDa-(O,+ l(da)~r)Ra, (1.3.16) 

et l'on pose 

(1.3.17) j,, = ~4[(fi f,(fi) + f(fi)) ~A ~ + fi f'(fi)l V~I 2 

- 2 -~r I (~o) I' ( ~ ) ]  + Y~ - ~" [[~3] + .L 

Le thbor6me 1.3 de [1] indique la pr6cision de la solution (Pa, d., OJa): 
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Th6or6me. II existe  v > 0  et, pour tout A < z . ,  il existe eA>O et des constantes 
A 2 

CA,a telles que, si O < e < e A  et t < - ~ - ,  on a pour tout a le s  estimations: 

(a) 

/34 
(1.3.18) 11Q~.t Ra(',t)llo ~ CA.a 1 +/~6/5 t '  

(b) 

(1.3.19) 

(c) En zone I: 

e4(1 + 01/2 
~ 

I x, tRa ( ' , t ) l o<CA~  1+e6/5 t 

2[ 1 e \  
II c?~., f~( ' , t) l lo + l~,,, Qa(',t)lo < C A,~ ~ I T ~ i ~  + ~ - i )  �9 

~a , 

en zone de transition: 

(1.3.20) 

en zone II: 

a ~ t~(log t) 1/2, I x., Ja(',t)lo < Ca,a 

X,t 

i __ ' < A 2  
Notons  en particulier que I.~ ( ' ,  t)lo ds  < CA e 2 + ~' pour un v > 0, t _ g2 " 

o 

(d) Estimations des restes 

Le deuxi6me r6sultat de ce travail donne une estimation des restes p--Papp, 
d -  dapp, c o -  coapp. 

Th6or6me 1.3 Il  existe v > 0  et, pour tout A < z , ,  il existe  des nombres eA>0, 
CA>O, R A > O  tels que la solution (p,v) de (1.1.1), (1.1.2) est classique pour 

A 2 
t < - ~  si O < e < e  A et 

(1.3.21) IlP--Papp Iio < e2 +~, 

(1.3.22) Id-dappl2 <e  2 +~, 

(1.3.23) (co-  co~pp)(x, t) = 0 

[ V~,,(p - Popp)12 <~ e 2 + v 

I co - coapp 12 < CA e3 t 

pour IxI~RA. 

Dans les paragraphes qui suivent, nous prouvons le th6or6me 1.3: la m6thode 
de la preuve sera expliqu6e au w et mise en oeuvre aux w167 
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L'est imation suppl6mentaire lim e2T~ < ~2, du th6orSme 1.2 est obtenue au 
w ~ o +  

Nous  avons rassembl6 au w quelques lemmes techniques simples, et utiles 
par la suite. 

2 Moyennes  et supports: quelques l e m m e s  utiles 

2.1 Propri~tds de l'intdgrale I ( f )  

1 ~. 
On a d6fini en 1.1(b)l ' int6grale I ( f ) (r )=@Jsf(s)ds ,  pour une fonction 
f e C  ~ (R  2) invariante par rotation, o 

F -  

Le lemme suivant en pr6cise quelques propri6t6s. 

L e m m e  2.1 L'opdrateur I possdde les propridt~s suivantes: 

(a)(i) ( ] "  II(f)(x)12dx)l/2<=C( S If(x)12ax) 1/2" 
Ix[<C Ixl<=C 

(i)' z(f) <l f lo  
r o 

(ii) sup IZ(f)(x)l<__~ sup If(x)l 
ixl__<c z ixl<=r 

~  ll l,o 

(iii) HI(f)l[o < 2 - ~ l f [  o. 

(b) Pour tout keN,  ok I ( f )  1 r =r -~-fI(rko~f)' et 

~--~TI(rkO~f) o<=ClOk, flo, r~l~TI(rkOk, f )  o<CIlOkfllo . 

(c) Pour tout j, on a 

(i) 

(ii) 

I 7x~l( f )  ~ C l f l o ,  V 2x i I ( f )  ~CIVflo,  
r o r 0 

V xj](f) <ctveflo" 
r o 

V x j I ( f )  <CHf[Io ,  V 2x j l ( f )  <CIIVf l lo ,  
r o r o 

V3 x i I ( f )  < C [I V2f H 
O" 

r o 
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Preuve. (a) Par Cauchy-Schwarz,  on t rouve 

)(i ( i(f)(~l)~= slf(sl l~ds ~ slfistl~d~, 
/ - 2  o 

d'ofi (a. i, iii). Pour  (i)' on  6crit 

(i(f)(r))2 < 1 i sz If(s)l 2 ds, 
= r  0 

~lI(f)(r)l 2 d~r~s21f(s)12ds ~ =~slf(s)l 2as. 
r 

$ 

d'ofi 

Enfin, (ii) et (ii)' sont 6vidents. 
Plus g6n6ralement, 

et 

rkl~vT l (rk f )  i 

d'ofl 

i ) r2k - 1 II(rkf)12 < s2 If(s)12ds ( ~ - - I ) '  

=2nl  r2~l I (rV)12rdr~C ~ i s2lf(s)12ds 
o 

= C J" s If(s)[ 2 ds; 

rkl~wTI(rkf) o<=Clfl o, et rkl~Tl(rkf) o~CIPf l [o .  

___I(g) ~k+, I ( f )_ - - (k+2)  i(rkakrf)+l d,f;k . (b) Comrne arI(g)=g r ' ~r r r k + 2 r 
I (r k + 1 g,) = r k + 1 g (r)- (k + 2) I (r k g), d'ofi b. par r~currence sur k. 

(c) Posons aj=~-I(f)(r). On a 

d'ofl les formules pour  Vaj d'apr6s a (i)' e t  (ii)'. 

Ensuite (?~k aj = ~ , j -~  + a k \ ~ j l r ]  ~ r ]  �9 comme 

] ' 1 , (r) = ~ I ( r f  ),(/)"= - - ~ I ( r f ' ) + ~ ( r f '  l (~ f ' ) ) ,  

S. Al inhac  

o r  
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on a 

02ka,=l~(rf2'~J-[a,sx;+ak(-X~-'r~ ) -  3 - - ~ ]  + - - -73~  j , x i x s x k ]  X, XjXk., 

et les formules pour VZas r6sultent de a. Enfin 

d'ofi 

I(r2f~/.) 
~{ktaj=[ ]~'(rZf")~+rcOtl ] r 3 

. [ X  i X j X k ~  f '  x i x j x  k ,, x l 
v '  

[173aj[o<-~ C ([f"[o+ f~ o) et N 173ajilo<-~ C (Hi" ]1o+ ~ o)" 

Les formules r6sultent alors du lemme suivant. 

(d) Lemme. Si f ~C ~ (~2) est invariante par rotation, 

If"lo + <lV2flo <C If"lo + �9 
o o 

En effet, 

X'i Xk ~,, Oik , X i  Xk  , 

a~f= r~-J + r  f --73f ,  

d'ofi l'in~galitO de droite ; par ailleurs, 

f , ,  = ~ xi Xk 7r-a~,,f et A f = f " - t - - -  f t 

r 

d'ofi l'inOgalit~ de gauche. 

Remarquons en outre que si Sf(x) dx=O et f (x )=0  pour rx[>R, I ( f ) (x )=O 
pour Ixl > R. 

2.2 Un lemme de localisation 

Nous aurons besoin de la variante suivante du lemme de Poincar6. 

Lemme 2.2 Soit u(x)=u(r) une fonction de classe C I nulle pour [xl> R, et S(a) 
1 

une fonction v&ifiant IS(~r)l < (1 + Jal)" pour ~ > 0 (meN). 



638 S. Alinhac 

Posons v(r) = u(r) S (R -- r). Alors I vlo < Cm R "  - m) ~ I V u lo (cte(log R) 1/2 [ V U[o si 
m = l ) .  

Preuve. On a 

R rdr log  R R R 
ivlg<cte ! [u(r)12rdr r = (1 +R _r )2m =<cte ! ( l + R _ r ~ r . !  lu'(s)12sds 

g rdr R 
<cte[Vu[o z ! ( l + R _ r ) 2  ~ log--,r 

R 

car u(r)= -- ~ u'(s) ds et donc 
r 

'u(r)'2<=(f [u'(s) '2sds)(f  d---~). 

Coupons l'int6grale en deux: 

R/2 ~ cte R/2 

I = - g ~  I rl~ 
0 0 

et 

R R/2  (R-- s) log ~ - - s  ds hi2 

I = f (1+s)2,, --< I 
R/2 0 0 

sds  
(1 +s)  2m' 

d'ofi le lemme. [] 

2.3 Lemme de la divergence 

Avec les notations de 1.1.b., remarquons que div(p v a) = p d + v a V p = p d + I (d) p'. 
Cette expression joue un r61e particulier dans la suite, qui justifie le lemme 
suivant. 

Lemme 2.3 (i) Si R et p sont des fonctions C ~ invariantes par rotation, p:#0, 
l'~quation p d + I (d) p' = R poss~de pour unique solution 

d = R _  p '  I(R), avec I(d) = 1 I(R). p p2 

Si de plus R(r )=0  pour r > C  et SR(x)dx=O, alors d( r )=0  pour r>C et Sd(x) 
dx=O. 
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(ii) Sous les hypotheses de (i), l'~quation p d - l ( d ) p ' =  R poss~de pour unique solu- 
tion 

d = R + p ' l ( ~ ) ,  avec l ( d ) = p l ( ~ ) .  

3 Solution approch6e et solution exacte 

Dans  toute la suite (sauf au w nous utilisons la forme (1.3.1), (1.3.2) du syst6me. 

3.1 Perturbation d'une solution approch~e 

Supposons  construites des fonctions (p~, do, o9o) (C ~ et invariantes par rotation), 
support6es dans r < ? t + R  o v&ifiant (1.3.3) et (1.3.12), et posons p=po-1-tg, 

Lemme 3.1 Les fonctions (~, ~[, ~) v~rifient le syst~me 

(3.1.1) Ot~+p~[= --Ro-d.~--I(~l)p'o 
(3.1.2) Dt i I+f(p)  A ~ = -- Da-- I(~[) d" 

--[/r(--~d) (I (a7)+2I (do))+l' (aT)(, ' (aT)+ 21' (do))] 

+ 2 [I  (r l'(r + l(r I'(w~)] -- [f(Po + fi) - - f (P . ) ]  A Po 
r 

-- [f'(p~ + ~ ) -  f'(pa)]]V pa + V fi[ 2 

- f ' ( p o ) D V  ~[2 + 2V po V ~]. 

(3.1.3) D, r + oga t= -f2o-da&-I(~[)og'o, 

oft Dt f  = (0 t + v V) f = dt f + vd V f  = t~ t f + I (d) f '  pour une fonction f = f (r, t). 

3.2 Les ajustements ~lo, (oa 

(a) Dans  l'8q. (3.1.1), si ~ = 0 ,  on trouve pa~[+I( i t )p 'o=-R o. Notons  que 
RpodX=0 ~t cause de (1.3.12), et d6finissons, grace au lemme 2.3, la fonction 

ar 

~[a = - Ra + P'~ I ( Ra), 1 
(3.2.1) avec l(ita)=--z--I(Ro). 

Po Po P o  

La fonction/7o v6rifie 

(3.2.2) S/To(x, t)dx=0, 
pour  r > ~ t + R o ,  ~ro(x, 0) = 0. 
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Posons i f=  ~r + d: l'6q. (3.1.1) s'6crit main tenant  

(3.2.3) pd+I(d)p '=l~,  

La fonction d v6rifie 

(3.2.2)' jd (x , t )dx=O,  

(b) L'6q. (3.1.3) devient 

off --l~=Ot ~+ f (d .  +~[.)+ I(d. + 2[.) ~'. 

d(x,t)=O pour  r > 6 t + R o ,  d(x,O)=O. 

S. Alinhac 

D, ~ + I (d) ol. + c5(da + ~[,,) + ~ d =  - Q.-(co.  ~[,, + I (~[a) (o',,), 

soit, si d = 0, 

O~ c5 + cS(d. + at.) = - ( 2 . -  (co. ~. + I(~0) og'a) , 

off n']=c3e+ I(da+~a) c~ r. 
D6finissons donc  la fonct ion (5. par  

(3.2.4) n~ ~Sa + o5. (d. + ~.) = - f2. - ((o.//. + I (//a) o)'a) 

~o(x, o) = O. 

La fonction c3~ v6rifie 

(3.2.5) ~ff%(x,t)dx=O, oS, (x , t )=0  pour  r > ~ t + R  o, 

car ~O, dx=O ~ cause de (1.3.12), et une expression de la forme f g + I ( g ) f '  
est toujours  de moyenne  nulle si f o u  I(g) sont  fi supports  compacts .  

Posons ~ = &a + o3: l'eq. (3.1.3) s'6crit main tenant  

(3.2.6) Dtdo+dcb= " ~ " - ' - (d (c% + a).) + I (d) fro. + % )  ) 

6~(x, 0)=0,  

et la fonct ion o3 v6rifie 

(3.2.5)' ~dg(x,t)dx=O, &(x, 0 = 0  pour  r>~ t+Ro .  

Dans toute  la suite, on no te ra  ~ = ~, et on consid6rera les 6 %  (3.2.3) et (3.2.6) 
comme d6terminant  d et o3 en fonction de/5. 

I1 reste fi 6tablir l '6quation sur t~- 

3.3 Edquation de base sur f~ 

Cette 6quation est donn6e par  le lemme suivant. 

- 02 - ~ ( I ( d ) )  2. L e m m e  3.3 Posons L=O~ q-2vdVOt-ZYi j  i,j, avec ~)ij:c2(p) (~ij 
Alors ta fonction ~ v&ifie i,j 

(3.3.1) L~=F+p ' I (F~] ,  ~(x, 0 )=0 ,  8,~(x, 0 )=0 ,  
\P /  
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6 
off F = F. + ~ F iest ddfinie comme suit: 

i=1 

(a) 

(b) 

Fa=pa G a - 2  PQ H a +  Io+ J~,avec 
r 

Ga--%I2(~[a)+~-- r 2 I(d~)I(Z[.) + ~ 2 +  2 ( d . -  f ~d~ aT,, 

2 
- -  - - ( d a  + ~[a) 1 (~a), 

r 

21 I 1 Ha=(COa + ~a) l (o)a) + ~a l (fOa)-- r (O)a) ( & . ) - r  l 2(&.), 

Ia = -- ~[a O~ Pa -- D'~ (I (~[a) P'a) + Pa I (~[a) d'a -- I (~[.) R',,, 

Ja=p,,D.--(Ot+I(d.)O~)R,, (dffinien(1.3.16)). 

F , = - 2 f i ~ O . k ,  off k=l(&)I(~n,,+~,,)+�89 2 
1" 

F 2 = - 2  8~[t~(k +ka)], off ka=l(~a) l(ma)+�89 2. 

(c) 

(d) 

_ 2 p  i(d) p ,  p' , F3= p pI(dc~tlS)+pI(~,7~Jt~2jP) -p't~'pp2 l(~ttS) 

+ P' I (d. + ~[a) ~, f i -  l (d) l' (d) fi' - l (c3 t(d. + ~[,,)) t~' 
P 

-(d.+~l~) Dtl~+p f ' (pa)(V~+ 2V p.) VtS+2 (k +k,,)t5 '. 
r 

F 4 = - ( O , p " ) l ( d ) - I ( d )  ' " ' I (d) p , , -  (Dr p) d -  ~[. I (d) p ' . -  I (d) R'. 

I(d) I (d) p'~' + " ' -- p,, I(d) d,, + p ~d~, 

off 

(e) 

(0 

9 Lt 
glo) i (d) 

a221_2(da_}_~[ a I(da-~-I~la))lfl 2 
+ r ) - r  at(a) 

i 
p' c~,p i(d,~+it.)ls+ P i(ot(do+~l,,))l~+tS(Da+G,__Dtd,, ) F s -  p2 

+ l(a~) P'a ,3 + p [f(Pa + P) - f  (P.)] A po 

+ p [f'(pa + # ) - f ' ( p , ) ] [ e  pl 2. 

F 6 = - 2  Pa- f i  O, k. 
r 
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Preuve. (a) En appl iquant  l 'op6rateur D, ~ (3.1.1) et en utilisant (3.1.2) on trouve 

a " t 

D 2/5 -- c z (p) A/5 = -- Dt (I(d) p,,) +f~,  

off 

A = F , - 2 P ~ c ' ~ r k - 2 ~ O r k , , - - ( D t p )  d-(da+cT,,)Dt/5 
r 

--~[a I (d) P'a- I (d) R' . -  (Dr d.) /5-  I (d)(I (d) p')' 
+/5(D,,+G,,)+pI(d)d" +/st(cTG)p',,+p~d~ 

+ P [ f  (P, + /5)-- f  (Pa)] A p, + p[ f ' (p , ,  + /5)-- f'(p,,)]]17 p]2 
+ p f '  (p,,)(l V /5[z + 2 V p,, 7/5). 

(b) Or D 2/5--C2(p) A/5=L/5+Dt(I(d))/5',  donc 

LI5 = J~ -- I (0, d) p' - I (d) I' (d) /5' - I (0, (do + ~[.)) /5' - I (d) (O'~ p'.) 

- I ( d . + f [ . ) l ' ( d ) p ' . -  - l ( ~ , d )  p' + f2. 

Le probl6me est que O,d fait intervenir  ,){/5, lui-mSme contr616 par  L/5. On 
6crit donc,  grace/ t  (3.2.3), 

I ( d ) = l  I(l~)= - l  ( l (8 ,p )+l (d , ,+~) /5 )  et 
P P 

I(Otd)= -1[l(O2t /5-L/5)+ I ( L ~ ) ] + ~ -  I ( S t / 5 ) - - s t l  (l(da+~[~) /5). 

I1 vient finalement 

' P'~t P P' 
L/5 - p~ I (L/5) = f2 -- ~ - ( I  (~t /5) -~- I (d, + Z[,,) /5) + P c~ t (I (d,, + ~a) /5) 

P 
p, , p, 

- 2 --p l(d) ~,/5 + 2 P~p I(dOt t S ) + p  I ( ~ T u  0{j/5) = F. 

(c) Grfice au lemme 2.3, on obtient  L/5 = F + p ' l  ( F ) ,  et la r6part i t ion des termes 

de F comme l ' indique le lemme se v6rifie sans peine. [ ]  

La strat6gie de la preuve est main tenant  la suivante: les termes F 1 . . . . .  F 6 
de F (au second membre  de (3.3.1)) seront 6valu6s en fonction de /5, tandis 
que F~ ne d6pend que de (Pa, d=, %). Une  m&hode  d'in6galit6s d'6nergie appli- 
qu6e ~t l 'op6rateur L permet t ra  alors d 'estimer 15. 

Nous  allons pr6ciser au w les est imations de ~r, d, ~5,, d~ d6duites des 6qs. 
(3.2.1), (3.2.3), (3.2.4) et (3.2.6). 

4 Estimations de da, d, ~ba et 6~ 

Dans toute  la suite, nous fixerons A < ~ . ,  et supposerons  que la solution de 
A 2 

(1.1.1), (1.1.2) est de classe C ~ pour  0_<t<  T <  e~-. 
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En utilisant la ' s t ra t6gie  d6velopp6e at, w avec pou r  fonctions de d6part  
(p,,  d~, c%) celles qui ont 6t6 d6crites en 1.3, on obt iendra  des es t imat ions  de 
/5, d et ~b pour  te[-0, T] ou interviennent des constantes  ddpendant  de A mais 
pas de T (on omet t r a  d'6crire explici tement cette d6pendance pour  ne pas alour-  
dir). 

Nous  pouvons  supposer  de plus, pour  t e [0 ,  7"] et ~:>0 assez petit, les in6ga- 
lit6s 

(4.1) I1~ Iio +1~ , ,  15t2 < Co 

s 
Idl2<Co (1 + t) 1 /2 '  

(1 + t )  1/2 

I?, dlo < Co (1 + t )  ' /2 '  

off C O est une constante  qui ne d6pend quc du syst6mc (1.1.1) et de fi, pO et 
v ~ 

4.1 Estimations de ~[~, d 

L e m m e  4.1 Les fonctions ~[, et d dkfinies par (3.2.1) et (3.2.3) v&!fient: 

(i) Pour tout ~, 

~4 ~:4(1 q_t)l/2 
IIOZ,~7olIo--<C~ 1+~:6/5t, 1(~,~/7,1o--<C~ l+~:o/st 

(ii) Pour k = 0, 1, 2, 
Idlk< CI V~., 151~. 

Preuve. (i) Les es t imat ions  de a~a sont les m~mes que celles de Ra rappel6es 
en (1.3.18), ~ cause de (1.3.13) et des propri6t6s de 1 6tablies au l emme 2.1. 
Par  exemple,  R~ est de moyenne  nulle et support6e pour  r < g t + R o ,  donc 
II(R.)lo<=CtlR~lo, et I~alo<=ClRalo+Clltp'oliolRalo<ClR~lo �9 On raisonne de 

m~me pour  les d6riv6es, en 6crivant I (R.)p.  = ~  xj l(R,,) , _ ........... ()j p . .  
r 

(ii) C o m m e  d - / ~  P' p p2 1(fi), [d]o<Cifi[o+Ctl[Vp][ol[~]o ca r /~  est de moyenne  

nulle et support6e  p.our r < gt + Ro. Or t I] V p,  H o < CA par (1.3.1.3) e t t  I] V t5 I] o < CA 
par  (4.1); de plus [Rio < C] V~,t P]o par  (1.3.14) et (1.3.15), d'ot~ ]d]o < Ca]V~,, t5]o. 

On 6crit ensuite 

akd 8k I~ 8k p 1~ 
p p2 

_ ~ [ C~p2 p x j I (_R - + c?k-x , 
r 

puis z 8~k Pa + "~2 ". (~jk P = Cjk p, gra~e 5_ (4.1), on obtient  

I~kdlo__<c(Iglo+lVglo+l172~lo), car IIl(R)lFo<Ctllfillo<CA . 
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C o m m e  

-- VI~= VOtfi+(d~+~[~) V~+~V(d,+~{,)+ ~ V  x~l(da+~[~) ajl9 
r 

+y~ ~ t(do+ ?to) v~p ,  
r 

il vient [ V/~]o < C I ~.,/51~, ce qui prouve I d[l _< C[ V~,, ~1~. 
Enfin, 

p pZ pZ + 2  p3 

V[O3jkp xjI(l~) 2 p3  - ~- r - 

r r 

_ 2  (~2jp) OkP+OjpO2kp XjI(t~) O~p3jPOkp XjI(I~) 
+ 6  p3 r p4 r 

OjP(~kp [XjI(R)\  02jp_ " 

p3 0k r + O~Zk " 

On montre  comme pr6c6demment que 

I/~h~CIE,~Pl2, et  IV2dloSClV~,,~h . [] 

4.2 Estimations de O)a, do 

Lemme 4.2 Les fonctions Co, et do dOfinies par (3.2.4) et (3.2.6) vOrifient: 

(i) II existe Ra tel que ~Q(x, t ) = 0  et do(x, t) = 0  pour [xl > R A .  
~,2 

(ii) Pour tout o~, 110~,t ~ 11 o < C~ E 2. De plus, 11 ~t ~ Iil < C (1 + t) 1/2" 

(iii) Pour k = 0 ,  1, 2, [dolk <Ce i Idlk ds. En particulier, Ibdollo__<C~. 
o 

a Preuve. (i) Le second membre  de (3.2.4) est nul pour  [x l>Ro ;  comme D t - d  t 
T 

+I(da+~[a) Or, le point  (i) pour  ~ ,  r6sulte du fait que ~ [[I(da+~,)l[o ds<Ca,  
en prenant  R a = R o + C A . o 

Pour  o3, on raisonne de m6me ~ partir de (3.2.6), grace/~ l'in6galit8 lll(d)t[o 

<=cldlo <CCo ~ (1 + t) llz (lemme 2.1 et (4.1)). 
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(ii) Comme le multiplicateur e~o d.+it, od= est born6 par CA, I I ~ l l o ~ C  {llOallo 
0 

+e  II~llo} d s < C ~  2 d'apr~s le lemme 4.1 et (1.3.19). Pour Vf~  a o n  ~crit 

(D~ + (da + ~a)) ~k fTga + ~ Ok ( Xj l (dr+ ~a)) Oj ~ a 

= - &a ~k (d. + ~a) -- Ok f2, -- Ok (~0~ ~ + 1(~) ~'~), 

0 T et comme V xiI(d"+~[")- =<Clld~+~llo, et ~" IId~-+-~lta<C~,= on obtient 
r o 

II V(~~ Iio < C~2; on proc6de de meme pour les autres d6riv6es. 
Enfin, en tirant c~ t c79, de (3.2.4), on trouve 

g3 

I1~, ~11o ~ II Oalio + C~ II~.Ho+ c (1 +t )  '/~ 5 c - -  
8 2 

(1 + t) 1/2 

et de mSme pour les d6riv6es. 
(iii) L'in6galit6 d'6nergie s tandard (cf. par exemple [6]) appliqu6e fi (3.2.6) donne 

/- t 

10310 ~ Ce~o IIdlloa= ~ {Id(co~ + ~a)lO + II(d)(c~ + c~)'lo} ds. 
0 

Or Id(coa+~,)lo<=Ce, ldlo, II(d)(%+~=)'lo<=C~ldlo ~ cause du lemme 2.1, a.i) 
et du fait que co,+~Sa est nulle hors d 'une boule fixe en x; d 'autre part  
T 

j" II d II o as < CA par (4.1), d'ofi l'in6galit6 pour k = 0. 
0 

Pour  le gradient, on 6crit 

DtOk03"+'d6qk03-FEt~k(~)Oj03 

= - (~  ct) 03 -  (a~ d)(~o. + ~ 0 ) -  d ~ (,oo + ~ )  

et l'in6galit6 d'6nergie donne comme pr6c6demment 

t 

t l7031o~C (, {1t V(d~+~)[Io103fo+ l[~[IolVdlo+ IIco~-4-~llolVdlo 
O 

+ 11V(~o, + ~o)lloldlo + I1172(co, +o3o)lloldlo} ds. 
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Comme ]105 iI o < C ~ par  le m~me argument  qu 'en (ii) (ou l 'hypoth~se d'induction), 
on trouve finalement 

) I V & l o ~ C s ~ j l l l d s + C s  I~llods IIV(d.+~.)[Iods 
0 

t 

< c~  S lal as  1 

0 

grace aux propri6tds de d, + ~r. 
Enfin, 

D t 63 2k 05 q- d O ~k 05 + ~ O i ( x J--Ir-( d--) ) O 2k 05 

= -- c~ i d r 05 - ak d ~?i o5 -- 0/2k d 05 - (a2k d) (c% + 05,) 

- (Ok d) 6,(co. + 05.) - (6, d) ~k (coa + 05.) -- d ~{k (cod + 05.) 

_ ~02k ( ~ )  ~,(coa + 05, ) ~[xjI(d)\  <(coo+05o) 

- Z ~ , - - ( ~ ]  ~b(coo + 0 5 0 - Z  x~ I(d) ~,L (COa + 05.) 
\ r / r 

2 [~x~I(d) 
Seuls les termes O i k [ ~ - - ) O j &  et oidOk6) posent  un probl6me nouveau:  

\ e* 

Ic~ifOkglo<Clfl2 I Ig! lo+C!lf l lo lgl2 ,  donc les normes U de ces termes sont 
major6es par  ]1 o'9 I] o I dl2 + ]] d II o I&Je- On obt ient  par l'in6galit6 d'6nergie, le lemme 
2.1, le lemme 41 et les est imations de ]05Jl prouv6es ci-dessus, 

t 

[~[z ~ c~  S Idl2 ds+ C i IIdllol~;2 ds, 
0 0 

d'ofi, par  le lemme de Gronwall ,  l 'estimation du lemme. [ ]  

5 Estimations d'~nergie 

Ce paragraphe  contient  les in6galit6s n6cessaires aux estimations de ~ /t l 'aide 
de (3.3.1). 

Ces in6galit6s sont de deux sortes: 

1. I1 faut v&ifier que les in6galit6s d'6nergie s tandard pour  L (dont  les coefficients 
d6pendent  de p e t  d) sont valables avec des constantes fixes. 
2. I1 faut 6tablir des in6galit6s d'6nergie meilleures dans le cas off le second 
membre  de l '6quation est de moyenne  (spatiale) nulle, comme c'est le cas par  
exemple pour  les termes F 1, F 2 (voir lemme 3.3). 
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5.1 IndgalitOs d'Onergie pour l'opOrateur L 

X i X j  2 Lemme 5.1 Soit L = 82 + 2 v a V 8~ - y" "Tis 82j, 7ij = c2 (P) 6,~- ~ T - ( I  (d)) , 
teur dOfini au lemme 3.3. 
(i) Sous tes hypotheses (4.1), I'op~rateur L vOrifie 

l 'op&a- 

(5.1.1) [~,t u ( ' ,  t)]o__< C {1Vu( ' ,  0)[o + [St u(-,  0)[o+ []  L u ( ' , S ) [ o  ds}. 
0 

(ii) Si ueC~([O,  T] x ~2) vOrifie Lu=f,  u(x, 0)=9,  u(x, 0)=0,  alors 

(5.1.2) [Vx,,u(.,t)12<C sup {IG.,Ulo+~,lV~,,V~lo+~lVxaVjklo}, 
O<s<t 

off les fonctions Vj et  Vjk sont dOfinies par 

LVj = 8J ,  Vj(x, 0) = 8 t Vj(x, 0) = 0 
2 LVj~=6~f ,  Vjdx, O)=8, vjk(x,o)=o.  

t 
ere j K (s) ,~ Preuve. (i) Dans l'in6galit6 (5.1.1), la constante C vaut en g~n~ral cte e o , 

off 

g=~{ l lS~ jk l lo+  II Va~llo + I[G a~lloL avec 
x~ l (d) 

a i - -  

(cf. par exemple H6rmander  [5]). Ici, Ilaillo<l!l(d.+c'[o)llo+Cldlo, }]Vaillo 
<CIIdllo,  IIG a~llo < IlO~I(do)llo+ Ila, l(cT.)llo+fl8, dlo. Comme IIP-PIlo et Ila, llo 
sont aussi petits que l'on veut, on a 

II E .  ~YSk II 0 ~ C{][ ~ .  P]Io + ~  I[ ix,, a, llo}. 

D'apr6s (4.1) et les propri6t6s de d, + cXa,, i K(s)ds < CA, d'ofl le point (i). 
0 

X i �9 X i 
A i =  7 (ii) On note a i = A i + A .  Ai=rI(da+cT.) ,  l(d), et de m~me 

(a) On a 

off 

Xi Xk 2 
~ik=Fik+~k, Fik=c2(p.)6ik-- r~--(l(d.+Z[.)) , 

G = (c ~ ( p ) -  c ~ (po)) G x, x~ 7 l(d)(I(d)+21(da+gla)). 

- -  2 - -  2 Fjk~ 8~Lu=8j f  =LO~u-F~, 8jZk LU--Sjkf  --LS~k u -  

F~ = ~ c3~(Fiik + Fig) Ozk u -- 2 Z 8j (Ai  + Ai) 8zt u, 

F~k = -- 2 Z ( O  k a,) at 82j u -- 2 Z ( 0  j ai) 0, 02 u -- 2Z(8~k ai) 92, u 
+ Y(Sk ~,,) 0,3,j u + Y(aj  %,) 8~,k u + Z ( 0 ~  Y,,) 8, ~, u. 
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De plus 

et 

IFjlo ~ C ~  II v a, Iio I VO, U[o + C ~  II v~,k Iio IV z ulo, 

IFjdo ~ C~ {II VaiflolVZc~,ulo+ II V2A, IIolVO, Ulo 

+(I VA/h li'~, u IIo + II VAillolO, ulz)+CII V~'.llolV3u[o 
+ II VZF,[IolVZulo+(IV~d2 tl Vullo + It V~,llol Vul2)}. 

(b) Les estimations n6cessaires sur les Aij et Aij d6coulent du lemme 2.1. 
Pour 6valuer [V~tl2, on 6crit 

1 

c2(p)--cZ(P.)=215 S (cc')(p.+ s15)ds=215I, 
0 

et on s6pare Pa et t5 pour les majorations de V2I, V3I. On trouve sans difficult6 
I V~l[2 =< C ([dl +IV 1512) compte tenu de (4.1) et des propri&& de d. + ~. et p.. 

(c) Comme 
t 

I v~,~(~j u -  b)to < c [. I~lo ds, 
0 

t 

[Vx, t (~j2 u --  bk)] 0 N C I I FJ k 1o d s, par (i), 
o 

on trouve, en utilisant (a) et (b) et le lemme 4.1, 

[~,tu]z~l~.tU[o-I-~l~.t Vj[o-I-~[ ~.t  VjklO 
t t 

+ C  j" II vx.tul]ol~,~Pl2 ds+C ~ ]~,tul2 ~o(s) ds, 
0 0 

off l'on a not6 

q)(s)=~(t]  Vai[Jo+ I] V~itllo+ [I VZAi[}o+ ][ VA, l[o + II vZ~;JIo+ Jl V~;l]o). 

t 
Les propri6t6s de p, et da + ~a et (4.1) montrent que S 9 (s) d s < CA, d'ofi l'estima- 
tion o 

off 

t 

I~.~uI2~CS(t)+C ~ IIg,.~Ullol~.,~12ds, 
0 

s(o-- sup {t~,,Ulo+~rv~,, blo+ZlVx,, b~to}. 
O<_s<_t 
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En particulier, 

1[ V~.tUHo < CS + C i I] V~.r u [[o I V~a P[2 ds, 
0 

d'ofl II V~a u li o <= CS(t), et finalement 

]K,, ul2 ~ CS(t) + CS(t) i IVy., t512 ds ~ CS(t). 
0 

5.2 InOgalitds d'dnergie pour des seconds membres de moyenne nulle 

Ces in6galit6s font l'objet du lemme suivant. 

Lemme 5.2 Soit L=SZ,+2vdVOt--~)gic?2~ comme au lemme 5.1, 
gie C~ ([0, T] x R2) telles que Lu = ~ ~i gl, u(x, O)= ~, u (x, O)= O. Alors 

0 

Preuve. D~finissons vi par Lvi =gi, vi(x, 0)= ~?, vi(x, 0)=0. On a 

L(u -- Z ~, v,) = 2 E (c3, a i ) 0~, v, - ~_,(O, ~.ik) 0.~ V~. 

D'autre part 

et 

et u, 

LO, v , = O , g , - 2 ~ ( O ,  aj) 2 + 2 ~ ( ~ , "  2 O jr Ui Yjk) Ojk l)i, 

,~, vi(x, O) = O, 0,(0, vi)(x, O) = gi(x, 0). 

L'in6galit6 du lemme 5.1 donne alors 

t 

+ i K(s)(I V~?, Vilo + I vavilo) ds, 
0 

off K est d6fini dans la preuve du lemme 5.1. En utilisant l'~quation Lv~=g~, 
on obtient la m~me in6galit6 avec en plus I~Y~k 0~k V~IO au membre de gauche. 
Or 

d'ofi 

cte Z IV z V, lo < Ic 2 A V,lo < IZ~jk 02 V, lo + CeZZlF2V, lo; 
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pour ~ assez petit, il vient 

S. Alinhac 

of a 

z( t )<C~(lgi( ' ,O)lo+ilc?tgi( ' ,S)[ods+iK(s)z(s)ds  ), 

z(t) = ~, sup(]~3 { vi(', t')[o +IV ~t vi(', t')[o +IV 2 vi(', t')lo). 
t '<t 

Par le lemme de Gronwall et le fait que i K(s)ds < Ca, on trouve 
0 

z( t )~C Igz(',O)lo+ ~ l~g~(',S)lods . 
0 

Comme l'in~galit~ d'6nergie appliqu6e fi u - ~ ,  0 i v i donne 

t 

la preuve est compt&e. []  

Remarquons que si les g~ 6taient ind6pendants de t, on am61iorerait d'un 
facteur t l'estimation d'~nergie usuelle. 

Dans l'application de ce lemme fi l'estimation de/5, on peut ainsi exploiter 
le caract&e <<presque stationnaire>> de e), comme on vale  pr6ciser au paragraphe 
suivant. 

6 Evaluations des d6riv6es de k et k. 

Rappelons les termes/71 et F 2 d6finis au lemme 3.3: 

F,--  - 2 ~ 0 ~  k, F2= - - }  ~,[~(k+k,)] ,  
y r 

off k=I(rb)  I(OJaWfT)a)+�89 2, ka=l(f79a) I(o),)+�89 2. Remarquons que 
k, est l 'analogue de k, en <<faisant >~ o5 a = 0 puis en prenant rb = 05,. 

Enfin, si k(r, t) est / t  support compact et nul en r=O,t-Ork est de moyenne 
r I 

x i k  
nulle et •  off gi(x, t )= 

F r 2 " 

Le lemme suivant donne les estimations importantes des d6riv6es de k et 
k a �9 
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Lemme 6.1 Les quantitks k et k~ vOrifient les imSgalit~s suivantes" 

(a) (i) ~t~ 0 DV Ot kf oSC~2lVx.tPlo-~-C~(GHdHo-~ ll~t6oallo) i ~Tx.tpll ds. 
o 

(b) (i) 

a,(k) 'o+ a,(kr) ' <c,s~jB,,,Ol, (ii) ~ o = 

+Cc(elld!lo+cltd,,+cTo]l~ + I] a, ~5.110 i I Vx., Plz ds. 
0 

+ 1  k ' '  + k ' '  

;o + ~o + (;~)o + (~)o ~(r) o (r)o ~ ,  i ,~ .~,~. ,  0 

(iii) ~-~ + ~ ~ + # , r  k ~ + 0 , ~  o<=Ce z. 

~o + ~) o ~  
(ii) 0~ k~ O, ' k ' ' ' 

Preuve. 
= x (d) 6o 

De plus 

et 

(a) On a ~k=I(8,6O)I(o9)+I(6O)I(0,(5~), car 0, co . -0 ,  et -I(~,6O) 
+l(d)(COa+COa) "~ cause de (3.2.6). Donc 

~ _k ~ Ce)ldlo + C(cldllo + IlO,~.llo)]~;Ao- 
r 2  o 

--  1 (~, k)' = 1 [I (d) I (~o) o5 + (o9. + ff~.) I (d) I (~)  - I (o5) I (~3, 6O~)]', 
/" r 

~ t ~  o~Ce2[d[o+  _ C(e ld[ Io+ [ l ~ , ~ [ I o ) [ ~ l ~ -  

On obtient donc (i) grace aux lemmes 4.1 et 4.2. 
Les termes qui contiennent 8t k au point (ii) se traitent de faqon analogue. 

k' 
Consid6rons ensuite - - :  

r 

(~) ,( ~ ) ( ~ )  ' ' =I"(~ I(~176 Or + ~" I'(~176176 1"(o9,+e5,); 

I ' ( f ) = f  -- I ( f )  I (r f ' )  comme r , l " ( f )=  f ' - -  r ~  

pour (~-2)' ~ - 
t(k;) ' , on a <C~,[6O'II, et de m~me 

0 
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Enfin, 

r \ r /  - r  

+ (~% + c5~ 
F 

Coil  ! _ _ _ '  < C e  D e  marne 
r \ r / [ o  

(~)"=(8o ' '  I(r2ch'')\l(~~ ) 7  +21~ 

S. Alinhac 

I(r~h')] I(~o) , . lifo)') I(r~h') , 
r 2 ] r + I ( 6 o ) ~ + ~ I ( ~ % + a 5 . )  

I(r(% +_ COa)')~ 
r "2 ]~ 

I(rdf)~ I(rr + . . . . .  I(r2r '') 
r 2 ] r 2 �9 [09) r ~ 

+ I ( r 2 0 3 ' ' )  l , ( O ) a + ~ a ) + ~ i , , ( ~ a + ~ a  ) 
r 

I(r(o') [, I(r(o)~ + ~.)')~ 

. ,, /(r2 (o,o + ~.)")~ 
+ I ( @  (~o~ + coo) ;~ ]' 

d 'o6  IoY'lo+ . C o m m e  +1~"to<CIo)12, on 

obtient  l ' es t imat ion voulue. 
Le po in t  (iii) est imm6diat .  

(b) Le poin t  (i) est imm6diat .  
Pour  le point  (ii), on 6crit 8t k, = I ((o~ + eS~) I (St o5,). On en d6duit, pa r  exemple,  

,) = I'(c% + ~o)/(o,  o~.) 4/(r + ~ . ) _  r (a, (5. 
F ?" 

=/"(o~.  + ~.)  I(O, ~~ + I'(co. + ~.)  t(r(~, o~o)') 
?, /,2 

I (r (CO.r 2+ ~.)') r (0, ~o) + I (% r + ~~ I" (~, o~.); 

d 'o6  < Ce  It 0, ~.  II 1, et de m~me pour  les autres termes. [ ]  
\ r / o  

7 Estimations des quantit6s IF~I2(i=>3) 

Au second m e m b r e  de (3.3.1), les te rmes  F~ et F 2 sont de moyenne  nulle et 
ont  6t6 estim6s au w I1 nous  reste fi es t imer levi2 pour  i >  3. 
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Lemme 7.1 O n  a 

6 

.~ I~h<C 
i = 3  

~[log el 1/2 
(1+01/2 1V~,,1512 +C 

t 

e'3 ~o [Vx,, 1512 ds. (1 +/)1/2 

Preuve. Elle est tr6s longue. Nous ne traiterons que des termes typiques parmi 
de nombreux termes analogues, et soulignerons les points d61icats. 

e, Ce3 t 
1. Montrons 1F312 < C (1 + t) l / ~ [  V~'t t512-t (1 + 01/2 ~o 117~., 1511 ds. 

(a) OnaparexempleI(d)I '(d)15'=(d-I(~dr))~xjl(d) r c3j 15, d'ofi 

II(d) l'(d)15'[2<C~, d-l(~dr) ~ ~ 01171512 

+C~'[V151 'o(xj l (d ;+~[a)  2 d-l(fi-)- 2 

+ xjl(d) d_l(d) + d_l(d) V25il(d) ] 
g 1 l" 2 F 0 r o ]  

< C  Ildllol V15h + C II 1715 Iloldh + C I1 dl[oldh;  
en effet, 

( § ) ~ ~ " < C  ]dlo Id to =Cld[2 

grace au lemme 2.1 et sa preuve, et I[l(d)lbo~C comme on l'a vu au lemme 
5.1. 

(b) On a 

[pf'(p,)(V15 + 2 Vpa) V1512 ~ C II V 15 IE o I v1512 + c II vpo IL z IV 1512 
+ (ll v15 II o) 211512 + c ]1171511 o II 17po I1 o 1/512 . 

Ici le probl6me peut venir de termes contenant [151o: mais 11510 5 c t117151o, donc 
(ll Vpa II o + II Vp II o)IPlo --< C I V151o. 

k 
(c) Pour le terme - 15', on 6crit 

P 

�9 k k '  + k ' '  
k15,2< C kr o ,V15[2+C, ,Vp, ,O{~o + ~ o  + ( 7 )  0 ( r ) o } '  

{} et < C e z ~ ] ~,t 1511 d s d'apr6s le lemme 6.1. 
0 
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(d) On a __P---fI(d8'[~)z<CIp'I(d8'I~)Iz+CHp'I(dS'IS)II~ de plus 

p' l (d O t t ~) =p ' .  l (d c3 t t5)+ p' l (d O t t0), d'ofl 

Ip'I(dO,#)12<C(ll Vpal[2+ II V~llo)S xjI(d-#tl))r 2 

+ C ( ~  xjl(de~ttO)r o) IVpl2 

< C(ll Vp~ II 2 + II v,,5 II o)(Ct II d II o 18,,a Io + Ida, ,,511) 

+CtlldllollO,~llolVtSl=. 

Comme tlldllo<=C et Id#,#ll<Cllda+2oll~lO,#l~+lldllolO,~51~+[l#,Plloldl~, on 
obtient l 'estimation 

Pp l(dS, 13) 2 ~ F, C (1 + t) '/2 I V,,.,/512. 

(e) Enfin, montrons que pour toute fonction f, 

II(~'/uO2jf)lo<ClFflo, III(~uOzjf)llo<CllVfllo �9 

En effet, Y'?ij 02jf=cZAf-(I(d))2f '', et l (c2Af)=c2f ' - l ((c2)  ' f ' ) ;  done 

II(c 2Af)lo < C f ' l o  + c tll(c2) '11o If'lo =< c I f ' l o .  

De plus 

done  [I((I(d)) 2 f")lo --< C [f']o. 
On obtient ainsi 

IP' I(~,%; ~;/))12 < C(Ir Vpoll2 + II V~ Iio)1V~12 + C IF V~ Iio I V~12 

et 

8 
(1 +t) 1/2 1V#l=. 

2. Dans  F4, posons  F4 = if4 + l (d)(f id'a-  Ot P'a), et montrons  l'estimation pour  F4 
(le terme mis de c6t6 est trait6 en 4.). 

(a) On a 

(D, p) d = (a, p + / (aa +/7,,) (p'. + ,,5') + I (d)(p'o + y)) d 
=(c3, p.+I(d~+cT.) P'o) d+(#, ,b + I (d,, + aT,,) #') d+I(d) dp', 
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d'ofl 

I(D, p) dl2 <= c (1 + 0 '/2 Id12 + c IIE., ~ II o Idl2 + c II 2tll o I G.,/q2 

+(n Vp.ll2 + 1[ Vfillo)(H l(d) liold)2 + t ildllo ldl,) 

+ II I(d)llo IldllolV~12<C - - ~ ;  (1 + tP/2 IE., #Is 

car t ltdllo~ C et IIItd)llo <=C. 

(b) Compte  tenu des estimations de R, donn~es en (1.3.18), on a facilement 

II(d) R,12 = ~ x~/r(~d) aj R. 2 

c Idl ~CIIVRal l l ld l l+Cldlo lVRol2<=C ( l+t) , /2  ~. 

(c) Le reste (p,--r l(d)d" du terme mis de c6t6 s'estime en: 

g 

I(p.-~5) I(d) d'.le<=C IIp~-~l12 l id ' . l l2(t ldlo+ldl,)~C it-2~t)~7~ Idl, 

fi cause de (1.3.13). 

(d) Enfin, 

g C, 

II~d}rlo~C(Tldl lo)2+c(l+t) , /2  Ildlro~ c (l + t )  ' / ~  I]dllo, 

t~d~12~ C ll dHoldl2 + C . . . .  (1 + t ) t / 2  - -  (~ + t)~-~/~ Id[2, donc 

Ip~d~12~C e, (l +t),/2lVx,,pl2" 

3. Dans  F5, posons F 5 = F 5 + ~ [fif'(Pa) A p, - ~?, da], et montrons  l 'estimation pour  
Fs (le terme mis de c6t6 est trait6 en 4.). 

(a) On utilise le lemme suivant: 

Lemme. Si f = f (r) est C ~ (1112) et nulle pour r > R, 

(7.1) IIfHo ~ ~e(log(1 +R))~/2(IVflo+ IF vfl]o)- 

R 

En effet, f ( r ) =  -- ~ i f(s)  ds, d'oit, pour 0 < 2 <  I, 
r 

R 
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si r > l ,  

et si r < 1, 

R R 

If'(s)lZsZds<= ~ [f'(s)[ 2 sds<=lV fl~,  
r r 

R 

If'(s)l 2sads<=lvf lg  + II Vfll2. 
r 

1 
Donc le choix 1 - 2  log(l  + R )  permet de conclure. 

(b) Consid6rons le terme 15 (D a -}-G,- I (d ,  + ~[,)d'~). 
D'apr6s le lemme 4.1, Iaolk< Ce 4, et IDalk< C(IJalk + 10t R.lk + IRolk+ 1) d'apr6s 

(1.3.16). Donc  (1.3.18) et (1.3.20) montrent  que IDalk < Ce 3. Alors 

I/5(D~ + G~)I2 <= C II1511olD. + GaI2 + C HD. + GaI[I IV1511 
=< C ID~ + G.13 (log(e + t))1/21171512 <= c~= I V15h. 

Quant  au reste, on a facilement 

115I(d~ + ~[a) d'.12 < C II I(d~ +/7.) d'~ II ~ t l v151o 

+CHI(d~+glo) d'allxlV15h < C  (l + t)I/21V15h" 

(c) Le terme p [f(Pa + 15) - - f (P . ) ]  A p . - -  p 15f' (p.) A p. s'6crit 

(p. -- fi + 15) A p .  [ f(p,, + t5)-- f (pa)] + jO A Pa Ef  (P. + / 5 ) - - f  (P=)--/Sf'(p.)] = (1) + (2). 

Or 

If(P~ + 15)-f(P.)lo =< C IP Io, 
I V [ f  (p. + P ) -  f (p.)]lo <= C(I] V pa[[O + tl V PlIo)IPlo + CIV ~Io~ CI V Plo, 

IV 2 [f(Pa + P)--f(P,33 I0 < C I V/511, 

donc 

I (p . -  P) A p. [f(p. +/5)-f(pa)] 12 =< C - -  (1 + t) 1/2 t I[P.-~IIzlVAI~ 

g 

_< c (1 + t) " z  I va i l .  

Pour  (2) et le reste de (1), on a 

1(2)1o ~ c JI,5 Iio IPlo 
g 

(1 + 01/2 <= c I[ 15 Iio I v/51o =< c (1 + 01/21VPlo. 

et un trai tement analogue pour  les d6riv6es. Donc  

g 

1(1)+(2)12 =< c (1 +t)  ~/~lV15h" 
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(d) Les autres termes de Fs se trai tent  ais6ment, car  le facteur de /5 contient  
deux petits termes. 

4. Les termes mis de c6t~ dans F 4 et F5 sont 

I (d)(p d' . -  8t P'~) + P [/~f'(P~) A p~ - a, d~3. 

Dans  leurs es t imat ions en norme  H 2, si une d~riv~e tombe  sur l(d) ou /}, le 
terme cor respondan t  s 'est ime trivialement.  

I1 res te / t  consid~rer des termes de la forme 

n=I(d) C3~x(pd'~-c3tP'a)+t50~[fif'(p~)Apa-~td~] , 1~1<2. 

On va appl iquer  fi ces termes le l emme de localisation 2.2, en util isant la 
forme pr6cise des termes p,, d a d6crits en 1.3, et non plus seulement les informa-  
tions (1.3.13), (1.3.14), (1.3.15) c o m m e  on l'a fait jusqu'ici.  

En notan t  (par  abus) S~ une fonction de r et t major6e pa r  C(1 + [ r - ~ t [ )  m, 
on peut  r6sumer symbol iquement  le c o m p o r t e m e n t  de p~ et d. dans les diverses 
zones consid6r6es en 1.3: 

(i) En zone I, 

pa=p+epl+~2(l~-#~2rtOr(zrl/2R2(r-g:t))+z) 

t 
- -  1~3 ]22 2rr ~r( )~r l /2  (R2 R')(r-- gt)), 

d'ofi, pour Ic~l ~ 1, 

< ~ (1~1-~ t~x Pal= ~ S- 3/2 q-132 S-1/2 +S-z), 
(1 + 01/2 

S _  1 / 2  
car le terme de reste 5 v6rifie O~x.tS= (1 + 01/2 pour  Is[ > 1. 

P o u r  da et ses d6riv6es, la ma jo ra t ion  est analogue (sans @). 
Le lemme 2.2 donne donc, pour  une fonct ion u quelconque support6e  dans  

r < c t e ( 1  +t),  

IVulo+C&Hullo lut?~ polo _-< c (1 + t) ~ / ~  

/3 2 

+ C (1 + 01/2 (1 +t)~/ZlVulo + C&lVulo, 

car 0 = tp(x)es t / t  suppor t  compact .  
x~ 1(d) 

Lorsque  u = - -  ou ~, on utilise le l emme 
on obt ient  r 

3.a pour  ma jo re r  Ilullo, et 

~ 

[N[o < C ~ - ~ - ( l o g  (e + t)) '/2 {] V/512 + Idl2} 
= (1+  

grace au  lemme 2.1. 
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(ii) En zone II, 

d'ofl, pour I~l ~ 1, 

P~= [3 + e [ (P~ + l- ~r(zrl/Z S(r--ct' z))) 

+ ~2 [@ +10~(zrl/2 K (r-?t, z))+ ~ ], 

F, ( S__ 1/2 .~ 
I ~ p . I < ( 1  + t ) l / 2  S-3/2 -~-1:2 [I/ll'~ (1+t)1/2]' 

S. Al inhac  

car K est born6 et t? r K = S_ a/2. 
Pour  d, et ses d6riv6es, la majorat ion est analogue (sans ~). 
On obtient la m~me chose qu'en zone I, et il en est de marne en zone de 

transition (voir [1] pour tout  d6tail). 

,~3 
IF612~CIIp~-Pll ~C j [v~,~1512 ds 2 r 2 ( l q - t )  l/2 0 

5. Enfin, 

d'apr6s le lemme 6.1. []  

8 Estimation des restes et fin de la preuve du th6or6me 1.3 

Reprenons les notations du lemme 3.3, et posons 

F , =  -- 2 ~ 6~r ka + e4 ~0~ + l~a, 
Y 

P = P a +  Z F~([~,~ est d+fini en (1.3.17)). 
i>_3 

D6finissons alors des fonction t5i, 0 < j  < 3, par les probl+mes de Cauchy 

f i  _ _ 
L~o=-2"-c~,ko+~4[[~,~, ~o=~,Po=O sur t=O, 

r 

L 1 5 1 = F 1 ,  151=63t151- -0  s u r  t - - 0 ,  

L152 =F2,  152 = (~t 152 =--- 0 s u r  t = 0 ,  

p' p' 1 ~ p' 
L ~ 3 = F - 2 - - ( k + k o ) + 2  P ~ - P ( k + k o ) - 2 p '  ~ ( f i+~)(k+ko)  ds 

r r p t o 

! r 

r o 
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On v6rifie facilement que la somme 
3 

F + p ' l  , en sorte que t )=  ~ Pi. 
i = 0  

des seconds membres  n'est autre que 

8.1 Les fonctions/5~, tO2 et ~3 ont en fait d6jfi 6t6 estimass pour l'essentiel dans 
les paragraphes  pr6c6dents. Nous  r6sumons les r6sultats dans le lemme suivant. 

Lemme 8.1 I1 existe un v~ > 0  tel que 

' i IE,,tSil2 <=Cea+v'-I-C~[log~:l 1/2 1E"t5t2 ds. 
i=1 o (1 +s)  1/2 

Preuve. 1. Estimons d 'abord  l(~12. 

(a) On a F,,, = p~ G ~ - 2  P~- f i  ~?~ k , + l ~ + ~ ,  et 
r 

4 _ !  g. 5 
[Go [2 ~ C( [I d. [i 2 + I[ c7. [[ 2)[a7 12 --< C i + - t  (d'apr+s (l.3.18)). 

k~2__< r p-- k. 2 < s'4 P~ - {) 0 C p'-- ~?~ C (i  +~)1--/-2- (d'apr6s le lemme 4.2); 
r r 

Pour  majorer  [la[2, les seuls termes d61icats sont du type II(a~.)~?~,~ p.lo, Ic~L ~ i;  
comme on observe sur la forme explicite de p.,  d. (w que I?i.~p.lo<C~:, 
on 6crit 

1 g 4 - ~  

< C (1 + t) 1/2 (d'apr6s [e lemme 2.1). 

4 - !  

Au total, [ P . - L [ 2  < C  (1 + t - - )  ~/~' et ILL2 est estim+ en (I.3.20). 

(b) On obtient  sans difficult6s, grfice au lemme 6.1 

+k. )  2 - -2  ( k + k . ) + 2  - P ~ - f f ( k  
p' 

r p 

< C  (--l+t)x/-~+C ( l+t) l /2  IVtSl2+c 2 12tlzds . 
0 

Les termes contenant  des int6grales se traitent comme suit: on a vu au lemme 
7.1 que 

Ip'l(v)h = C(Jlpa]12 + HP' ]l o) (l l (v) lo + Ivll)+ ClvlolVPh;  
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ici, v= e4[~'~ +~,  et 
P P 

I (~- )  o ~ C t l f f l o ,  I ( ~ ) o < = C ( l o g ( e + t ) )  1/2 

( ) (il s'agit de la norme L 2 prise sur r < g t + R o). D onc I P' I(v)[2 ~ C (1 + t) 1/2 [- I f [ 1  ; 

l 'avant derni6re int6grale est n6gligeable, et au total 

,9 4 
IGla <=ClFle q-C (l_t_t)x/2 t-C (1+t)1/2 IVtSh +e 2 i ldl=ds �9 

0 

2. Est imons I V~,t/)112" 
_xik 

Comme on l'a not6 au w F 1 =~c? i gi, gi = --2p ~7-. Grgce aux lemmes 5.1 
et 5.2, comme k(r, 0)=0 ,  

t 

I K,,~112 ~ C~, J" I~,g,12 ds. 
0 

Or 1~3tg~lo~ C ~,k , iVOtg~lo~ C Otk +C k' 
- I ~ - I o  - ~ o  r o '  

+ C Ot , donc d'aprSs le lemme 6.1, 
0 

IV2Otgi[o "~C ~t(~2)' 0 

car 

t 

IK,,t511e~Ce 2 j" I Vx,, N2 ds, 
0 

8 2 

II d II o + ~ II da + ~. rll + II ~, ~ .  IIx ~ C (1 + 01/2 gr~_ce au lernme 4.2. 

3. Est imons [Vx,t 152[2. 

On a vu que F2=~'fligi,~i = - 2 / 5  r~ (k+k , ) .  Comme ka(r, 0 )=0 ,  on trouve 
comme plus haut  

t 

I V~,, h21~ _-< cY. ~ t~, ~,h ds. 
0 

On 6crit cette lois 

[x,k .'~l <C ~t~2 o+C ~ o  

__<c{( + o+ [10,kl +l ,zl 
+11~11~ r 2 Io I r I d J '  
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et de m~me 

C k + k' + k' 

k '  k '  +,~x,~ o((~) o§ (~) o)+ I~,o(0,(~) o+ ~,(~) o)} 
Grace  au lemme 6.1, on obtient  

0 xik " F'3 
t~-P2<~Cg2[Vx,ttg[2+C (l +t)l/2 ilVx,t[)[2 dS. 

o 

On t rouve de faqon analogue  

c~ x ik"p2 ' r 2 <=C~21Vx.,~12, 

car I~1o--< Ctl V~lo. En r6sum6, 

t 

IVx.,~zh <Ce 2 ~ IVx.,~h ds. 
0 

4. Finalement ,  en utilisant les majora t ions  du w 

IVx,,,a3h<C I I 6 h d s < C  I[Fa-.~12ds+C lYahds 
0 0 0 

~,og~ ,~ ~s (i~x ~ s  ) -t-C o~ ( l + s )  '/2 [V~"PI2dsWCe3 oi (1+s) , /2  

+ Ce4(1 + 01/2 < Ca 4[log e[1/2(1 + 01/2 + Ce  2 + v' 

1 
+Cell~ 1/2 i (1 -~s) 1/~[Vxapl2 ds. 

0 

On a utilis6 ici la propri&6 fondamenta le  de Ja rappel6e au w que 

ilJa[eds<=Cg 2+~'. [] 
0 

8.2 Estimation de [V~. t/~o[2 

L e m m e  8.2 On a [~ , t f i o [2<Ce  a. 

Preuve. Posons  Po = ~t + e4fl, off L~ = - 2 ~- ~r ka, Lfl = ~ ,  avec des traces nulles. 
/- 
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(a) On doit observer que, d'apr6s (3.2.4), et le lemme 4.2, on a en fait 

( e2 e3 ) 
IIG~olll<C ~ - ~  (l_~i)l/2 ; 

donc, en raisonnant comme dans restimation de Pt et en utilisant le lemme 
6.1, on obtient 

84 

0 

(b) Ecrivons l'6quation sur/3 sous la forme 

[]  /3 = ~0~ + (c ~ (p) - c2 @ )  A ~ - 2 ] (d) ~,/3' - (I (a)) ~/3", 

et posons 

[ ]  /31 = ~./,t~, / 3= /31+ /32 -  

�9 Par rin6galit6 d'6nergie et l'in6galit6 H I (d)H o < C - -  ( l + t )  1/2' 

j 1 I v~,,/311 ds. [~a/32[o ~ C~ (1 _4_ s)*/2 

S. Alinhac 

IF=,,/31(',t)]o=( ~ ]~,~/31(x,t)lZdx)l/z; 
Ixl <et + Ro 

d'autre part, on peut estimer l'int6grale correspondante pour ~5 par rin6galit6 
d'6nergie appliqu6e fi un domaine tronconique: il vient 

( S [~,t6(x,t)lZdx)l/2<C( ~ ][77(x)12dx)l/2' 
Ixl <=et + Ro ]xl < 2,yt + Ro 

C 
comme I Vv(r)[ < (1 + r)' on trouve finalement [G.,/31 (', t)]o < C(log(e + t)) 1/2" 

1%/31, ds. �9 Au total, [~,t/3lo < C(log(e + t)) 1/2 + C~ i (1 + s) 1/2 
0 

�9 D'aprOs (5.1.2) et le lemme 5.2, 

t 1v~"/311 ds+C[~@~l, [~,t/312 < C(log(e + 0) 1/2 + Ce ~o (1 + $)1/2 

d'o6 par le lemme de Gronwall, I~,t/312 ~< C(log(e + t)) t/2. [] 

�9 Soit y(x) la solution de -c2A 7 =  ~tp~, choisie en prenant la convolution avec 
la solution 616mentaire logr. On a U]7=~q/~, donc U]6=0,  6(x, 0 ) = - ? ,  
0t6(x, 0)=0, ot~ ron a pos6 6=fll -7 .  

Comme on sait a priori que/31 est support6e dans r<?t+Ro,  on a 
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8.3 Fin de la preuve du thOorkme 1.3 

(a) Les lemmes 8.1 et 8.2 impliquent 

IV~,~O125CeZ+q+Cell~ 1/2 i Iv~"t~12 
' o 

Par le lemme de Gronwall, il vient 

IVx,tt)12<=CAg2+~"eCll~ g2+*'z pour  O<v2<vl ,  

Pour 0< e<e A,  on a donc en particulier ]V~,f~12<l~Co ~: ' = 2  ( l + t )  ~/2'  Idh 

1 e (par le lemme 4.1), 11&llo__<�89 (par le lemme 4.2), et ]tt~Ho =<2 C~ (1 + t )  1/2 

< Ci10g~11/2 g2 +v2 I g = <~-Co (1 +t )  1/2 (par l'in6galit6 (7.1)). Enfin, comme 

F + p ' I ( F )  0 <ClFl~ [Lfil~ d'autre part (notations 

de (3.2.3)), 

I,~,dlo<Cldlo+ClRIo+Cl,~,RIo<Cl~.~j61, + CILt~lo, 

d'ofl 

i~,dlo~CEZ+~,<l ~ e. = 2 Co (~+ t)-~/-2- 

pour 8 assez petit. 
Ceta montre que les in6galit6s (4.1) ne peuvent cesser d'etre vraies (c'est 

l 'argument habituel dit <<d'induction sur le temps-,  cf. [5]). Le critere de prolon- 
gement de Chemin I-3] (qui est trivial dans le cas present ~t cause du caract~re 
invariant par rotation des fonctions) montre alors l'existence de la solution 

A 2 
pour t < 7 et les estimations de ~ dans cet intervalle. 

(b) Les estimations (1.3.21) r6sultent de celles sur ~. 
Pour (1.3.22), on observe d'abord que d-dopp=~Ia+d, 

(v 4 > 0) par le lemme 4.1. 
Consid6rons o5,: de (3.2.4) on d6duit 

et laTa12< Ce2+v" 

c~t &,=  --~2(6o ~ dl +I(dl)co~ 

off F d6signe des termes support6s dans un compact fixe et v6rifiant II ?112 ~ c~3; 
donc 

t 
O)--r =(~)-I-(~)a-l- g2 I [(D? d I + I ( d l )  co ~ ds=& + i Fds, 

0 0 

et Ico- (Dappl 2 ~-~ 1([912 C I;3 t ~ C e 3 t d'apr6s le lemme 4.2, qui implique aussi (1.3.23). 
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9 Borne sup~rieure du temps de vie 

9.1 Pour cette &ude, il semble plus commode d'introduire les inconnues p, 
=I(d), fl=I(co) convenablement normalis6es, puis d'6tablir le syst6me gouver- 
nant leurs d+riv6es. Ces calculs sont r6sum6s dans le lemme suivant. 
Lemme 9.1 Consid&ons une solution r~guli&e (p, v) de (1.1.1). 
(a) Les fonctions p, ~, fl satisfont au syst~me 

(9.1.1) Otp+~p' +pd=O 
f12 c 2(p) p, 

O t ~ + ~ ' - - - - +  r p 

a , ~ + ~ / ~ ' + ~ - B  =0 .  
r 

C A 
(b) Notons p = ~ + r77~, �9 = r77~, et Zo = if, 

=!{C__'+A'] 
zl 2 \ p  c ] 

=!( C_'+A'] 
z2 2 \  p c]" 

Les fonctions (Zo, zl ,  z2) satisfont au syst~me 

off 

(9.1.2) 

=0 

, C A z o  B c  . , 3 f l A  ,, ~,Zo+r~Zo+r- ~ Zo(Zl +z2)+Z-~+r~(z~ + z ~ ) - ~  r~-/~ = u 

A 
O, Zl +(r-iT~+ c) z' 1 + Q = 0 ,  

2 
_ _ ;  r , ", Z 1  , Z 1 Z 2 , "  

Q=~pc +C) r-~-t- r 7 7 ~ c - 3 p c '  ) 

4r3/2 A 5+ + C  5c '+2  

1 32 
+8~rs / z (3A2+f  ' C 2 ) - ~ - ~ 4 c r 3 / 2 .  

A z 2 z I z 2 8, z2+(r77~-c)z'2+(pc'+C)r-~+r-~-(c-3pc') 

4:I /2[A(I+P--~-~)+3C(C'-p)+ 2cr'/2] 

Z 2 ' 1 _ 

4cr3/~ =0. 
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e x + ~ x  •  (voir w on a la formule (vV)v Preuve. (a) Si l'on note v = -  - 
r r 

(7' rZ/ \ r r2 / x l ' c equ ipr~  

(b) Le syst~me (9.1.2) est obtenu par un calcul direct en d6rivant (9.1.1). Les 
d~tails sont laiss6s au lecteur. []  

Soit b <  + oe; supposons que la solution de (1.1.1), (1.1.2) soit classique pour 
b 2 

O_<t_< T, off Tv6rifie l<e  r<e~-" 

Notons  Fa -+ la coure int6grale (dans le plan (t,r)) du champ ~?t ___ (a + c) 0,, 
issue du point (2,0), B la bande du plan comprise entre FR+o et E+-o-1 (% est 

d~fini au th6or~me l.2), et B ~ = B n { t  >=l}. Posons, en imitant H6rmander [5] 

et John [7, 8], pour 1_< t _< T, 
g 

J ( t )=  sup f lz ,(r,s)ldr,  
~-<=s<=t 
(r,s)eB 

M (t) = sup (j6 [A (r, s)[ + ( I f  (r, s) l), 
~-=<s=<t 
(r,s)~B 

V(t)= sup slz2(r,s)l. 
~-~s-~t 
(r,s)~B 

Ces quantit~s sont estim~es dans le lemme suivant. 

Lemme 9.2 On peut choisir des constantes J1, M1, VI telles que, pour t<=T 
et 0<~_-<~b 

(9.1.3) J( t )<J  l e, M ( t ) < M  1 e, V(t)<= V 1 e ~/2, 

6 De plus, r >= ~ t dans B pour t >= 1-. 

Preuve. On raisonne par induction sur le temps, fi partir  de t = 1 .  On montrera  
E 

d'abord que (9.1.3) est vrai pour -1 _<t_<2; puis on supposera (9.1.3) vrai pour 
g 

1 < t_< T' _< T, et on d~veloppera les consequences. 

1. V6rification de (9.1.3) pour 1__< t _< 2_. 

On utilise le th~or~me 1.3 qui d~crit le comportement  de la solution (on 
est ici en <~zone I , ) :  p=p1,+l~, d =  d , t+ / / ,+  d, 

z - r  1j2 [p l ,+~ ,  + i,(d)]+l_l__[.p1_fi+~O 
'- [ p c J 2r' /2[  p ~-/(cd)] ' 

2z2=r l /2  paI P +/5' t- C J 2r 1/2 [ p + " 
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P o u r  Z2, on observe que 

t 2za--rl/2[I'~ ta) ~'] <=cte{t3/ze2+g}<ctegl/2; 

par ailleurs 

l'(d~) p~" 1 
c p pc 

{ ( p - f i ) I ' ( d ~ ) - ( c - -  '" - '  ' = " c)p,, + p l  (do)-cpo }; 

les termes en p - ~ ,  c - g  sont n6gligeables et 

fiI' (d~)- 8pt, = e.(fi d, - gp'~) + e2 (fi d2 - gp~) + e 3 (/~ d3 - 8 p ; ) -  p I (d~) 
r 

R(r--gt)~+ 8R 
Comme f i d l - c P ' l = - 8 ~ P l - c P ' l = - ( S t + c S , )  Pl rl/--- ~ ] 2r3/2, et 

(c?, ( r~7~-)<cte +&?~) p ~ -  =t~7~- grace aux propri6t6s asymptotiques des solutions 

de l'equation des ondes (cf. par exemple [1, w on trouve finalement tlz21 
__< cte(e + e2 t3/2) < cte E 1/2. 

Comme la largeur de Best  born6e par un nombre fixe, la majoration 6vidente 
Izt[ < cte e suffit/t contr61er J(t). 

Enfin, IAI + IC[ <=r~/Z(lI(d)l + IP-Pl) < cte e. 
On choisit dor6navant 

(9.1.4) M1 =joc2 J1, Vl=Jl et J(1)~J1 4 , 

M ( 1 )  ~fi~2J184 ' V( I )  <Jlel/2= 4 

2 " E t u d i ~ 1 7 6  l e s c ~ 1 7 6  

c(P) + rAm72 _ g  ~" �9 Pour 0 < t <  T' dans B, on a <cte  (1+01/2 ; 

~ ( r - c t -  2) < . +e le long d'une courbe Fa + d a n s  B ,  on a donc d _ cte (1 t) 1 / ~ 2 '  soit 
] 

3~ I r - g t - 2 1  <cte  e,(1 + t) ~/2 _<cte. En particulier, pour t >  1,  _r>g_ 0 ( ~ ) > ~ -  pour 
- -  - - ~  t - -  

e, petit. 

+ c t - # )  =cte  t~7~, Le long d'une courbe F~,- de B e, on a de mame d ( r  - < ~ d'ofi 
t '<t, 

Ir(t) + g t -  #-(r( t ' )  + g t' - kOl < cte e(tl/2 - t'l/2) <= cte. 
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Si l 'on note t~(x,t)<t l 'ordonn6e du point  off la courbe  F,- issue de (x, t) sort 
de B~, on a Ir(t~)+gt~-It] < c t e ;  donc, pour  deux points  (r. t). (r'. t') de B~ appar -  
tenant  fi la marne courbe  F,- ,  avec t' < t, on a 

2~( t - t ' )=r  + g t -  I~-(r' + (t '--  lO + r ' - g t ' -  2 ' - ( r - g t -  2) + 2 ' -  2, 

t 
d'ofl t - t '  <c t e ;  en part iculier  t' __>~ pou r  ,,: petit. 

�9 Dans  B~, on a Zo=fl=-0,  car une courbe  int6grale du c h a m p  ~'),+at3r issue 
1 

d 'un point  de cette zone coupe t = - -  en un point  off r >  3 - - ,  et l 'on sait par  
c - 4 ~ :  

le th~or6me 1.3 que fl est nulle en un tel point. 

3. Pour  6valuer les int6grales de Izt[ sur des courbes  de B, on 6crit (avec les 
nota t ions  de (9.1.2)) 

d(z~ (dr+pdt) )=[(r  +z~ I~' + Q]dr Adt. 

A 
Pour  g =  rl/2 c, on t rouve 

d(zl(dr~-/~dt)):{  -2pc'Z1Z2/,.1/2 4r3/2 Z1 IA(3-~-~f )~-C(  --2~)] 

1 _ 1 A z + f ,  C2) flz o 
+ T p ~ ( c C  - p A) + ~T. ; ~  (3 c r'/2 

1 f12} 
+-4 ~ drAdt=--QdrAdt .  

On en d6duit, c o m m e  dans [5]:  

(i) 

(ii) 

f lZl(l*,t)ldr~J(~) -~ I lO[ gyMS. 
(r,t)eB ~ <-x<-t (r,s)~B 

cte S < j ( 1 ) +  S 
F_(x,t)c~BcMt>~_ } = ~ ~<s<~ (r,s)~B 

IQI dr ds, ou F-  (x, t) 

d6signe la part ie de la courbe  int6grale de c3,-(c~+ c) 8,, issue du point  (x, t)eB~, 
sur laquelle s < t. 

4. On a, dans Be 

,Q]<cte{ ,z , , (V,  all2 ~ \ V l e ) /2 ( I+Mle . \  / ~ e z 
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donc 

[O~l dr ds<cte {J1 e2(vl + M1/31/2)+ V1 ~3/2(1 +M1) 

(r,~)~B + M1 e z (1 + M1) } ~ cte J1/~3/2 

pour  e petit. 
De 3 (i) on d6duit alors 

J(t)<J= +...~ [O'ldrds<=J14 +cteJl~3/2=2 J l~ 

pour  e assez petit. 

5. O n a  

A OtA+[r~Tz-C'~A= - 2 k ) A 2 f12 ~C -2c z l+2~+r~7~+j  ~ ,  

~ C +  - c  C ' = - 2 c p z l + - p ~  r. 

En int6grant de long de F -  (x, t) entre ts(x, t) et t, il vient 

t t 

IA(x, t)[ = IA(r(ts), t~)l q-(2C 2 q- O(g)) f Izt(r(s), s)l d s + c t e  M1 e2 + cte e ~ IC[ ds, 
ts ts 

t 

[C(x, t)l <= [C(r (ts), ts)l + (2 ~fi + O (e)) ~ I z i (r (s), s)[ d s + cte e i I AI d s. 
ts ts 

En appl iquant  le lemme de Gronwall  ~ la fonction fi [A(r(t), t)l + g lC(r(t), t)l 
(la courbe F -  &ant  fix6e), il vient 

(~lAl+OlCl)(x,t)<=M(1)(l+O(e)) 

+2~2fi(l+O(e)){J(1)+cteJ1 e3/2} +c te  M1 e 2, 

1 
car si t ~ > - ,  A et C au point (r(t~), t~) sont nuls. 

e 
Donc  

( - - 2  J1 • 1 -2 - - t 2 7 M(t)<=~pc --~-+-~c Pdl e(l +O(el/2) ( l + O ( e ) ) + c t e M x e  < ~ - M  le  

s i e  est assez petit. 
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6. Enfin, en utilisant (9.1.2) et en raisonnant comme en 5, on obtient grace 
aux considerations g6om6triques de 2., 

2 g,, Mt VI ~3/2 ml ~: m 2 F,2)  
[z2(x, t)[<-]z2(r(ts), t~)]+cte Vl t5/2_ q t5/2 l - ~ z - +  t s ~ - j ~  

( ~'/2. ~ e M , g ,  l+O(c,)) t 
+ cte V~ t ~ - + c t  t ~ T u +  S [z,(r(s),s)lds. 

ts 

t]zz(r(ts),t~)]<(cte+le)eV(1 ) r ~,112 < ~ ( 1  + o(~:)), 

il vient 

V ( t ) < ~ ( I  +O(e))+(1 +0(0) 1/1 4+cte V1 e 3/2 +cte 1/1 ~:<2 V~ ~,/2 

sie est assez petit. [] 

La derni6re 6tape de la preuve consiste fi consid6rer, le long de la courbe 
+ F~o=B, la fonction w(t)= zl(r(t),t); de (9.1.2), on d6duit que w satisfait pour 

1 
t > -  une 6quation diff6rentielle de la forme 

off 

W' ( t ) =  a 0 (t) w 2 d- a 1 (f) W + a 2 (t), 

pc' +c) fic'(~)+e 
ao(t)= ~ (r(t),t)= 81J2tl/2 ~-0(t-3/2), 

~1/2 /~1/2 

]al(t)[<ctet- ~ ,  [a2(t)[<cte t2 

d'apr6s le lemme 9.2. 
La valeur initiale vaut, d'apr6s le th6or6me 1.3, 

(1)  R'(ao) + o(~). 
W ~ - - ~ 2 -  /) 

T 
Le lemme 1.3.2 de [6] s'applique, car ~ ]al(t)ldt<ctee, 
on en d6duit 1/~ 

[ao(t)l dt<(1 + O(e)) g(_R,(ao)),  
1/e 

T 
[aa(t)l d t < c t e  e3/2: 

1/e 
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soi t  f i na l emen t  

~T1/2<~ fi~,l/2 1 +o(1)=z* +o(1), 
- -  2 ( f i c ' ( f i ) + ( )  --R'(ao) 

ce qu ' i l  fal lai t  d 6 m o n t r e r .  
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